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PREFACIO

 El presente volumen completa el «Curso de
Matemédticas Elementales» del Dr. Ricardo Poe-
nisch. Comprende este tomo las materias del
programa de Algebra para los afios 4.°, 5.° y 6.°
de humanidades y ha sido redactado consul-
tando no sélo todas las cuestiones indicadas en el
programa, sino también el espfritu de la ense-
fianza del ramo, expresado con claridad en las
observaciones metodologicas que contiene el pro-

Es evidente que, alrededor de una idea funda-
mental, se puede tratar yna serie de conoci-
mientos que, a tftulo de aplicaciones, se separan
del lugar que les corresponde como nimeros de
un grupo de materias similares. KEsta concen-
tracién de conocimientos varios exige un esfuerzo
intelectual de los alumnos superior al que, por
razones pedagdgicas, se les debe imponer cuando
se tratan materias nuevas para ellos. La asimi-
lacién de las ideas fundamentales se hace tanto
mds efectiva cuanto mds simple es la” prese_nta-



cién de estas ideas; pero tampoco hay conve-

niencia en que un texto llegue al extremo opuesto
de detallar exageradamente una materia dada.
Este detalle tiene su valor pedagbgico en la dis-
posicién metédica de una clase del profesor sobre
tal materia.

Por estas consideraciones, este texto no sigue
~ exactamente la sucesién de materias del progra-
ma, sino que las refine en capftulos que com-
prenden las cuestiones méds estrechamente rela-
cionadas para formar un grupo de conocimientos
homogéneos.

Los pdrrafos principales van seguidos de ejer-
cicios de aplicaci6n; en otros mimeros sélo se
dan algunos ejercicios destinados a afianzar la
interpretacién de la teorfa desarrollada, anotando
al fin del capftulo ejercicios ordenados, en cuya
resoluciéon se expresard previamente el teorema
que corresponde aplicar.

No es necesario resolver todos los' ejercicios
de un capftulo; basta tratar algunos ejercicios
sucesivos de cada pdrrafo y después elegir otros
sobre diferentes teoremas, en cualquier orden:
de este modo se hace un repaso de todas las
materias del capftulo y se consigue asegurar
que los alumnos distingan las diversas verdades
que tienen aplicacién en estos ejercicios.

Abunda en el texto el desarrollo grifico de las
operaciones, pero sin abandonar el tratamiento
algebraico de los teoremas.

i

Muchos de los ejercicios de este texto han sido.
tomados del tomo de Algebra de los <Elementos
de Mateméticas Elementales» del doctor Poe-
nisch, con la debida autorizacién del autor, a
quien agradezco, ademds, sus oportunas obser-
vaciones sobre el plan y desarrolio de este _libro.

Ssntiago, Enero de 1930.

Francmsco W. PRrosCHLE.



NUEVOS PROGRAMAS

Se han acomodado las materias en este Texto
al Nuevo Programa en los cursos 1V, V y VI Ao
de Humanidades que comienza a regir en 19606
para IV Afio, en 1967 para V Aifio y en 1968
para VI Ano.

En el ano 1965 el Programa es igual al de los
anos anteriores para estos tres cursos de Hu-
manidades.

Se han senalado con un asterisco las materias
que adin no rigen. Por ser temas interesantes
para una mejor comprensién de las cuestiones
matemdticas y necesarias en el ramo de Fisica,
no se han suprimido en la presente Edicion.

' CUARTO ANO
ARITMETICA
* 1) Ntmeros irracionales, Existencia v natu-
raleza de ellos. Raiz cuadrada aritmética. Cdleu-

lo de ella por medio de la regla de extraceion
aritmética. Raiz exacta y aproximada. Aproxi-
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macién a la unidad y a un decimal. Vocabulario
y simhbolos. Comprension de la igualdad siguiente:

| (Va)'=a |

2) Tablas de potencia y raices. Se recomiendsa
Su uso. et '

3) Resolucibn de problemas sencillos que re-
quieran el uso de irracionales.

ALGEBRA

1) Monomios. Definicién. Grado. Operaciones
fundamentales con monomios: adicién, sustrac-
ci6n, multiplicacion, division. Suma algebraica.
Vocabulario y simbolos. . _

. 2) Polinomios. Reducciéon. Grado. Polinomio
ordenado con respecto a una variable. Adicion,
sustraccién, suma algebraica.

3) Operaciones con monomios y polinomios.
Multiplicacién y division de un polinomio por
un monomio. Propiedades de estas operaciones.
Distributividad de la multiplicacion y dvision
para la adici6n. _

Descomposicién de un monomio y de un po-
linomio en factores.

4) Multiplicacion y division de polinomios.
Identidades notables. Factorizacion.
 5) Fracciones racionales. Amplificacién y sim-
plificacién. Operaciones fundamentales: Adicién,
sustraccion, multiplicacion y division. Propor-
ciones. Propiedades fundamentales.

6) Ecuaciones a Inecuaciones® de l.er grado.
Problemas de aplicacién. Ecuacién de 1.er grado
con dos o méds incOgnitas. Sistemas sencillos de
1.er grado. Problemas.

* 7) Nocibn de variables y funcién: vanable in-

* Vor “Nusves Frogrames™ en Pig. 9

dependiente, funcién o imagen.

\f 2 . . )
X ¥, 0 la expresion equivalente: y= f (x)
D2

Estudio de la funcién : _
y = ax+b, o la expresién equivalente:
ax+by=c

by

Representacién grdfica y variacién. Resolucién
grifica de sistemas de 1.er grado. :

QUINTO ANO
ARITMETICA Y ALGEBRA

1) Potencias y rafces. Definiciones de a°; a™";

a®» Comprension de la igualdad (V)" = a.
Operaciones y sus propiedades. Nocién de lo-
garitmo (base 10). j
2) Revision del conjunto de los nimeros reales.
3) Repaso y profundizacién de los conceptos
de proporcionalidad directa e inversa. *Repre-
sentacién grafica y estudio de la variacién de

las funciones% = ks xy = k.

4) Ecuaciones de 2.° grado. Relacién entre
sus rafces y sus coeficientes.

- Condiciones para que las rafces sean reales.

Existencia de raices o soluciones que en al-
gunos casos no pertenecen al conjunto de los
nimeros reales. il _

* 5) Representacién grdfica y variacién de la
funecién y = a x*. Sistemas sencillos de 2.° grado.
Resolucién grafica. Problemas de aplicacién.

# Ver “Nuevos Programas’ en Pég. 9.



PRIMERA PARTE

Correspondiente al cuarto afio de Humanidades.

‘CAPITULO I
INTRODUCCION.

1. Cantidades literales. La distancia entre
dos lugares, el peso de un objeto, la superficie de
un patio, etc., son caniidades, porque se pueden
medir. Para medir una cantidad es preciso com-
pararla con otra de la misma especie, llamada
unidad de medida. La comparacién consiste en
averiguar cuéntas veces estd contenida la unidad
en la cantidad, y el resultado se expresa por un
nidmero que tiene la misma denominacién de la
unidad. Asf, si un objeto pesa 35 kilogramos,
significa que el kilogramo (la unidad) se repite
35 veces para completar el peso del objeto.

La aritmética estudia los nimeros y las com-
binaciones a que dan lugar las operaciones fun-
damentales.

Entre las cuestiones del cdleulo aritmético se
presentan grupos de problemas que sélo se dife-



rencian en los valores numéricos de los datos.
Tales problemas se resuelven con el mismo razo-
namiento.
Ejemplo 1.—18 kg de una mercaderia wvalen
Ee 72. ;Cudnto valen 30 kg de esta mercaderiaf
Razonamiento: Si 18 kg valen E° 72, uno valdrd

la 18 ava parte de E° 72 E ) y 30 kg valdrdn

30 veces este valor, es decu-,

E° 72 . 30
i3 =E° 120.
Todos los problemas andlogos a éste se resuel-
ven haciendo el mismo razonamiento, con dife-
rencia s6lo de los valores de los datos.

Para formar un problema que comprenda todos
los de la misma clase, desighamos el nimero de
unidades y sus valores por letras. .El enunciado
serd. entonces el siguiente:

El valor de m kilogramos de una mercaderia
es p escudos. ;Cudnio valen n kilogramos de esta
mercaderia? :

Razonamiento: Si m kilogramos valen p escudos,

uno valdrd la m ava parte, lo que se escribe % y
n kilogramos valdrin n veces este valor, es decir,

= e l'l¢
m i

Este resultado remplaza el razonamiento que
en aritmética se hace en cada problema de esta
categoria. Si designamos por @ el valor pedido,

la solucién del problema general se expresa por
la férmula:
x=~L2.n
m

Para los casos particulares basta sustituir en
esta férmula las letras por sus valores numéricos
¥y ejecutar en seguida las operaciones.

Ejemplo 2.—Calcular el mteres de K° 2 160 en
4 anos al 3.

Para mayor facilidad se disponen los datos
como sigue: g
K200 i lianos o, Heb

e8I e VIR i o sl ?

Haciendo el razonamiento conocido en arit-
métiea, el in-terés pedido es:

-2160 -4
A

Si designamos por ¢ el capital, por n el mimero
de afos y por ¢ el tanto por ciento, el problema

= E° 432.

se enuncia:

Calcular el interés de ¢ escudos en n asios al t%;.
Disposicion de los datos:
=300 Y ano .o "E°t

C. G SR ! x (interés).

Razanamzento 51 E° 100 producen ¢ escudos
en un ano, uno producird la 100 ava parte, lo

que se escribe o ¥ ¢ escudos producirin ¢ veces

el interés de un escudo, y en n afos producirin
n veces este interés, es decir,
L t.c.n
100



Como en el ejemplo 1), la solucién aritmética
responde exclusivamente a la pregunta del caso
particular contemplado en el problema, mientras
que la solucibn general tiene aplicacién para
todas las cuestiones de la misma naturaleza; es
una solucién algebraicd. El resultado del cdleulo
expresa, en forma sencilla y precisa la regla o la
formula aplicable en la resolucién de problemas
que pertenezcan al mismo tipo.

De la designacién de los datos de un problema
general por letras, deriva el nombre de cantidades
literales, en contraposicién a canfidades numéri-
cas, que se represent&n por la combinacién de
las cifras usadas en aritmética.

Notacién algebraica.—El dlgebra, a objeto
de simplificar los resultados de las cuestiones
relativas a los nimeros, de enunciar con breve-
dad las reglas y de generalizar los problemas y
las soluciones, representa las cantidades por las
letras del alfabeto, como signos m4s universales.
En esta notacién se usan las letras aisladamente
¥ en combinacién con cifras.

Las cantidades conocidas de un problema, o
sea, los datos, se representan por las primeras
letras del alfabeto y las desconocidas, o sea, las
incognitas, se representan por las Gltimas letras.

Las operaciones se indican con los mismos
signos usados en aritmética.

Sean @ y b dos cantidades.

La suma de estas cantidades es a+5.

- Como las letras @ y b no tienen un valor de-
terminado, la colocacién del signo + (mds) entre
ellas mlﬁdlca. el procedimiento para sumarlas y el
Ies 0.

La diferencia entre a y b es a—b. Para indicar
la diferencia entre dos cantidades basta colcear
el signo — (mrenos) entre ellas.

El producto entre a y b es a . b, o simpleroente ab.
El punto (multiplicado por) para indicar el pro-
ducto se usa sblo cuando los factores son pumé-
ricos, por ejemplo, 6 . 3.

El cuociente entre a y b es a : b y también T:'- S

El preducto de factores iguales 4.4 .4 se escri-
be abreviadamente 4* y se lee 4 elevado a 3 6 4
al cubo. El factor que se repite se llama base, el
niimero que indica las veces que la base se repite,
se llama exponenie y el resultado se liama po-
lencia. En a* la base es a y 4 el exponente.

Ademés, se usan los siguientes signos para
indicar relacién entre las cantidades: =, >, <,

El signo = (igual a) sirve para expresar la
relacién de igualdad entre dos cantidades:

x = a+b :

significa z es igual a la suma de a con b. Las dos
cantidades relacionadas con el signo = son los
miembros de la igualdad. Toda la expresién que
estd a la izquierda del signo igual es el primer
miembro y la que estd a la derecha es el segundo
miembro.

El signo 3 (mayor que) sirve para indicar que
la cantidad de la izquierda del signo es mayor
que la de la derecha:

a>b
significa que a es mayor que b.
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El signo < (menor que) sirve para indicar que
la primera cantidad es menor que la segunda;
b<a

significa que b es menor que a. :

Las expresiones relacionadas por los signos
> y < forman una desigualdad. Las dos partes
de una desigualdad se llaman miembros de la
desigualdad. La cantidad mayor estd colocada
siempre al lado de la abertura del signo.

Ejercicios.

1. ;Coémo se forma el niimero entero que sigue
de 7? ;Cémo se obtiene el anterior?

(Cudl es el nlimero que sigue de a en el sis-
tema de nimeros enteros? ;Cudl es el anterior?

2. Nombrar y escribir los niimeros enteros
que siguen de 15, de z, de 4z y los que preceden
a los mismos numeros.

3. ;Qué numero tiene dos unidades, n unidades

 mds que a? jQué niimeros tienen dos unidades,
n unidades menos que a? ;

4. Expresar y escribir la suma y la diferencia
debyl decyd xey. :

5. (Cudntas unidades m4s tiene 15 que 8?
Si p es mayor que m, ;cudntas unidades més
tiene p que m?

6. ;Cudntas unidades m4s tiene a que a—b?
(Cudntas unidades menos tiene a que a+b?

7. Un objeto comprado en E° 12 se vendié
con E° 8 de ganancia. ;En cuinto se vendi6?

Un objeto comprado en m escudos se vendié
con n escudos de ganancia. JEn cudnto se vendi6?
8. Un objeto comprado en E° 15 se vendi6 en
E° 19. jCudl es la ganancia?

e )

Un objeto comprado en ¢ escudos se vendi6
en v escudos. Sila venta es mayor que la compra,
jcudl es la ganancia? Si el objeto se hubiera
vendido con pérdida, jcudnto se habria perdido?

9. Un objeto se vendi6 en p escudos, ganando
Ee° 9. ;Cuédnto habia costado? :

10. La suma de dos niimeros es s y uno de
los sumandos es a. ;Cudl es el otro sumando?

11. Un comerciante vende en un dfa x metros
de género, en el dfa siguiente vende 46 metros y
en el tercer dia 32 metros. ;Cudntos metros vende
en los tres dfas? ,

12. Si la edad actual de una persona es n
afios, jqué edad tenfa 8 afios antes? jqué edad
tendr4 4 afios después?

13. ;Cudl es el doble de x, el triple de y, el
cuddruplo de z? _

14. Si un ntmero cualquiera es n, jcomo se
expresa un numero par? Partiendo de la desig-
nacién de un ndmero par, jcO6mo se expresa un
numero impar?

15. ;Cudntos centésimos hay en x escudos?

.16. Indicar el producto entre 3 y a, entre £ y
a, entre p y m, entre x e y.

17. Si un metro de género vale E° ¢, jcudnto
valen 5 metros, n metros?

18. ;Cudntos tercios hay en x enteros? ;Cudn-
tos cuartos hay en y enteros?

19. Si n hombres hacen un trabajo en 19 dfas,
ien cudntos dias hard el trabajo un hombre?

20. ;Cudl es la cuarta parte de a? ;Cuil es
la n ava parte de a?

21. S1 f metros de género valen E° p, ;cuénto
vale un metro?
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22. El producto de dos niimeros es ¢ y uno
de los factores es a. ;Cudl es el otro factor?

23. :Cufntas veces y es x? _

‘24. Calcular el interés de c escudos al t%
n meses.

3. Expresiones algebraicas; paréntesis.
Ezpresién algebraica es el conjunto de cantida-

des numéricas y literales relacionadas entre sf
por los signos de las operaciones aritméticas.

Las partes de una expresién algebraica sepa-.

radas por los signos + (més) o — (menos) se
{laman términos de la expresién. Término es en-

tonces una canivdad aislada o separada de oiras

por el signo + o —.

En un término hay que distinguir los siguien-
tes elementos: :

1° El factor lteral, que es la letra con su
exporiente. En el término 64? el factor literal es a?.

2.° El coeficiente, que es el factor numérico,
indica las veces que el factor literal se repite
como sumando. En el término 6a® el coeficiente
es 6. El coeficiente puede ser también una letra.
En el término mz el coeficiente es m. El coefi-
ciente 1 no se escribe ni se lee. En el término
a el coeficiente es 1.

3.;15}1 8tgno, que precede al término, que puede
ser + o —,

El nombre particular de uns expresién algebraica
depende del niémero de términocs que :

Monomio es la expresién algebraica de un solo

iilg & b i
término. 7a, -—-—':1—:— 80N MOnOmiog,

Binomio es la expresi6n algebraica de dos
términos. Un binomio puede ser la suma o la
diferencia de dos términos. 3a+b, x—2y son
binomios.

Polinomio es la expresién algebraica de dos
0 mds términos. Un polinomio de tres términos
se llama trinomaio. ' .

Ordenar un polinomio es disponer sus términos
de modo que los exponentes de la misms letra,
llameda ordenatriz, aumenten o disminuyan suce-
sivamente,

El polinomio 5x*—7xy + x*y*—3xy*+y* estd or-
denado segin las polencias descendentes de x y
segun las potencias ascendentes de y.

Si en una expresién algebraica se sustituyen
las letras por valores numéricos y se ejecutan

las operaciones indicadas, el resultado es el valor

numérico de la expresi6n.
A fin de fijar el orden en que se ejecutan las
operaciones, al valorar una expresi6n algebraica,
analicemos los ejemplos siguientes:

1) a+be

2) a—b:c
y para el cdleulo demos a las letras los valores
siguientes: a=18, b=10, ¢=2.

Sustituyendo, los ejemplos serén:

1) 18+10 , 2.
2) 18—10 : 2.

Si no existiera un convenio sobre preferencia
de las operaciones, se vacilarfa entre los dos
célculos siguientes:

1.° Multiplicar 10 . 2 y agregar 18 al producto,
lo que da: :

18420 =38.



2.°°Sumar 18 con 10 y multiplicar la suma

por 2, lo que da:
28 . 2=056.

En el segundo ejemplo se tendria, ejecutando
~primero la division;

18—5=13.

Restando primero 10 de 18 y dividiendo la
diferencia por 2, se tendr4:

B : 2=4,

Pero se establece el convenio de adoptar el

primer calculo; de manera que para preferir el
segundo cdlculo es necesario encerrar entre parén-
tesis la suma en el primer ejemplo y la diferencia
en el segundo. Las expresiones se escriben enton-
ces de este modo:

1) (a<b)e.
(a—b) : ¢

La expresién entre paréntesis significa, segin
esto, que se debe considerar como una sola can-
tidad y, al valorar la expresién, calcular prlmero
el valor de tal cantidad.

De aqui resulta la siguiente:

Regla.—Para calcular el valor numérico de una
expreszén algebraica sin parénltesis, se efectian
primero las mulliplicaciones y divisiones y en se-
guida las adictones y sustracciomes.

St hay parénlesis, se pripcipia por calcular la
expresion enire paréntesis y en sequida como lo
indica la primera parte de esta regla.

— 23 —

A veces en la division, el paréntesis es rem-
plazado por la raya de fraccion, por ejemplo
(a+b) : (c—d)

lo que se puede escribir:

atb
e—d °

En casos més complicados se emplean parén-
tesis multiples.

Se trata, por ejemplo, del siguiente problema:

Drvidir cierta suma de dinero en n partes iguales,
de modo que cada una de ellas sea igual a una
caniided de a escudos aumentada en sus intereses

anuales al 9, mds b escudos. ;Cudl es la suma
de dinero?

Se calcula primero el valor de una parte.

i LI s
Un peso gana en un afio 100 ¥ ¢ convierte, con

t
100

Los a escudos se convertirin en a veces esta
cantidad, es decir, en

t
ki i) o

Agregando los b escudos, se tiene que cada
parte vale:

sus intereses, en 1 + ——

(1+-i—§0-—)-.s+b.-



L
Las = rares valdrdn » veces este valor, es decir:

dele ol el
Para valorar esta expresion, designemos por z
la sums dividida y hagamos
n=3, a=80, t=5 b=60.
“Sustituyendo y caleculando resulta sucesiva-
mente: ' _ _
80 (1+0,05)+601 3

(30 . 1,06460] 3
i84-+60] 3
144 . 3=432.

X

Boun

i

Ejercicios.
1. Mencicnar los elementos de los términos
168, —16x*, +3y, —pz.
% _ 5 3x—7
2. ;Qué expresiones son: 8, 14x, o 1
5(p+a), Ya—7, 4m—>5n-307
3. (Qué expresiones son las siguientes y qué
nombre t:i°nen como resultado de operacién:

-237(, 20-&"“"0: 2P+5, 9(8X+1), EESiE 5

4. Escribir polinomios: a) de dos términos; b)
de tres términos; ¢) de cuatro términos.

5. Ordenar los polinomios siguientes:

a) 3x*—ox+5x"+x'—1;

b) 7—y*+y-+5y°+9y'—3y*;

¢) z-8z+6z2'—3+27%;

d) 16atb*—09a’hb+4ab’+7a'+bt

AT N

6. Escribir algebraicamente:

a) 7 veces la suma de 3a y 4b;

b) 8 veces la diferencia entre x e y;

¢) la cuarta parte de ¢ r-d; '

d) el producto de x+4 por x—5;

e) un nimero x aumentado en 4 se multiplica
por 3, se resta 5 del producto y la diferencia se
multiplica por 2.

7. Expresar algebraicamente, segin el sistema
décuplo, un nimero: a) de las cifras x, y; b) de
las cifras x, y, z. Expresar los ndmeros invertidos.

8. Calcular: :
a) 183 .2+4; b) 18—(3 . 2+4);

c) (18—3) .2+4; d) 18—3(2+4);

e) (18—3) . (2+4); f) (18—3.2)+4;

%) 20—10 : 2+8; h) 20—10 : (2+8);

1) 86—4.3+6:3; i) (36—4).3+6 :3.

Calcular el valor numérico de las siguientes
expresiones; }

9. a-+be—d si a=15
(a+b)e—d . b=10
(a+b) (c—d) c=20
a+b(c—d) d=186.

10. 6a.+5b—.-40§ si a=5, b=4, ¢=11,

11. a’+2ab+b®, si a=8, b=7.

12, a’—2ab+b? si a=15, b=35.

13. a;+b’+c’—.2ab+2ac—-—2bc., 8i a=5, bm2,
c=3. _

14. Ea.+b.) (a—b)—(a*—b?), si a=10, b=85.

15. (3a-+4b) (4b—3a)—36ab, si a=4, b=4}.

5_&‘1)' 4ae ; LRl

6 0 = +%, si a=2, b=3.

17. -s£b+c) +b (a+c)+c(a+b), si a=2, b=3,
=4,
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ar—h? i 2a+5b + ar—ct
a*+ab+bt 2b—c¢ ' a+2b+tec

b=3, c=1.

18. ,8ia=5,

4. NGmeros relativos.

 Se trata de medir una longitud de 4 cm sobre
una recta indefinida, a partir de un punto O de
ella (fig. 1).

% # : s i e >
"o . ~
Fig. 1

@ {

Esta longitud puede ser medida en dos senti-
dos opuestos a partir del punto O; en un sentido
se determina el punto A y en el sentido opuesto
el punto B. Es evidente que para determinar Ia
posicién de un punto sobre una recta indefinida
no basta conocer su distancia al punto elegido
como origen, sino, ademds, el sentido en que
se ha de aplicar la longitud. Para distinguir un
_ sentido del otro convenimos en llamar senfido
positivo al que se dirige de izquierda a derecha,
a partir del origen y seniido negativo al opuesto.
El sentido positivo se indica en las notaciones con
el signo + y el sentido negativo con el signo —.

EI valor algebraico del segmento OA s + 4 cm

y el del segmento OB es — 4 em. _

El stmbolo formado por un nimero ordinario y
su signo se llama niumero relativo, que es posttivo
cuando estd precedido del signo + y negativo
cuando estd precedido del signo —.

oS

Los nimeros relativos simplifican la expre-
sién del lenguaje y abrevian la notacién. Asf, en
vez de decir que el punto A est4 a una distancia
de 4 em a la derecha del punto O, se dice que
dista + 4 em de O, y en lugar de decir queel
punto B estd a una distancia de 4 em a la iz-
guitgda del punto O, se dice que dista — 4 cm

e O.

En un nimero relativo hay que distinguir el
velor absoluto, que es el nimero de unidades que
lo componen, y el signo. El valor absoluto de
+ 4 es 4 y el de —4 es también 4. El signo de un
nimero relativo no indica operacién, sino que
debe considerarse como parte integrante de un
nimero relativo.

Los nimeros relativos se pueden representar
graficamente sobre una recta indefinida, llamada

eje, en la cual el punto de origen corresponde a
cero (fig. 2).

- - - -‘ . ' 02 5 "'4
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Fig. 2

Para determinar los puntos, supongamos que
se ha elegido el centimetro como unidad de
longitud y el punto A como origen. A cada punto
del grifico corresponde un niimero relativo, que
se llama la abscisa del punto. El valor absoluto
de la abscisa de un punto cualquiera del eje es el



nimero (entero o fraccionario) que expresa la
distancia del origen al punto y el signo corres-
ponde al sentido en que hay que dirigirse desde
el origen al punto. El sentido positivo es desde
el origen a la derecha y el negativo desde el
origen a la izquierda.

La abscisa del punto B es + 3 y la del punto

B’ es — 3. Las abscisas positivas estdn en la - ]

parte derecha del eje, a paruir del origen y las
negativas en la parte izquierda. '

Reciprocamente, a cada nimero relativo co-
rresponde un punto determinado del eje, por
ejemplo, al nimero -+ 4 corresponde el punto C,
que se obtiene contando 4 cm desde el origen
a la derecha; al nlimero —4 corresponde el punto
C/, distante 4 cm a ia 1zquierda del origen.

En cuanto al nimero cero, hay que advertir
que su significado es de lfmite entre los niimeros
positivos y negativos, no se le atribuye signo, o
se le puede colocar arbitrariamente el signe + o
—: 40 y — 0 significan lo mismo.

Los ntimeros relativos de igual valor absoluto
y de signos contrarios, como + 4 y — 4, son
siméiricos, puesto que sus puntos equidistan del
origen. Dos nimeros simétricos se diferencian
en el duplo del valor absoluto de uno de ellos.
La diferencia entre + 4y -— 4 es 8, que es efec-
tivamente la distancia gue sus puntos corres-
pondientes tienen entre si en el grifico.

5. En la determinacién de la temperatura en-
contramos otra explicacién de los mimeros rela-
tivos. El eje es la escala termométrica v el origen
es el punto cero, que corresponde a la tempe-
ratura del hielo fundente. Desde cero hacia arriba

se tiene el sentido positivo y desde cero hacia

abajo, el sentido negativo. Una temperatura de
-+ 15° quiere decir 15° sobre cero y una tempe-
ratura de — 3° significa R° bajo cero.

Andlogamente se explican los ndmeros rela-
tivos con las demds cantidades que se pueden
valorar en dos sentidos opuestos.

Ejercicios.

Con referencia al griafico de los nimeros rela-
tivos, resolver los ejercicios siguientes:

1. ;Cudles son los puntos correspondientes a
+8, +15, —6, —10, respecto al origen cero, s
la unidad de longitud es el centimetro?

2. Considerando como origen el punto corres-

~ pondiente a +3, ja qué distancia de cero estdn

los nimeros +7, +20, —2, —8, —107

3. 51 el origen es el punto correspondiente a —5,
/8 qué distancia de cero estdn los niimeros —4,
g L0 P17 ,

4. ;Qué camino hay que recorrer en el gréfico
de los mimeros relativos en las expresiones:

a) —2+5—3+4; b) 6—9+5+3—12?

Hégase el cdleulo en cualquier orden para dejar establecido gré-
ficamente que el orden de los sumandos no altera la suma.

5. (Qué nimero es igual a —2+4, a —5+8,
a —({—10, a —2—6? i

6. Comparar en su valor absoluto y relativo
los ndmeros +5 y —6, —3 y —8. '

7. [Qué significa que una persona tenga
—E° 35?7 que gane —E° 40 en un negocio?
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8. ;Cémo se anota algebraicamente una ga-
nancia de E° 245, una pérdida de E° 120?
9. Si la temperatura en un instante es —2°,
Jeudntos grados debe subir para llegar a + 7°7

5. Términos semejantes.

Se llamon términos semejantes los que lienen
el misimo factor literal. Los términos Tah—3a'b—
Sa’b son semejantes. El factor literal es a’h.

Reducir términos semejantes es reunirlos en un
solo término, del mismo modo como dos o mas
- nimeros homogéneos se expresan en un solo
nimero. :

Ejemplos: a) 3 + 5 — 6.

A partir de cero, en el grifico de los nimeros
relativos, hay que dirigirse en sentido positivo
en 3 4+ 5 unidades, en 8; desde este nimero se
retrocede en 6 unidades y se llega al punto + 2;
luego 3 +5—6 = 2.

b) 6—9.

Desde el punto correspondiente a + 6 se re-
trocede en 9 unidades y, pasando por cero, se
llega a — 3; luego 6—9 = —3.

¢) — 2 — 5.

Partiendo de cero se dirige en sentido negativo
en dos unidades y se continta en el mismo sen-
tido en 5 unidades y se llega al punto —7; luego
—2—5=—7. :

Para facilitar la reduccién de términos seme-
jantes con factores literales, conviene tener pre-
sente que las letras, como factores de un término,

— g

equivalen a la denominacién de los niimeros con-
cretos, de manera que el cdleulo de la reduccién
se hace con los coeficientes y se coloca la misma
letra en el resultado.

d) 7a—2a—8a=-—3a.

_Reducir los términos semejantes en las expre-
slones sigulentes:

(Qué significa +9, +a, —9, —a?
6—6; a—a; 6—8; 7—10; 9—12; 20—25.
71+15—18; 94-20+13—24.
23—15—8; 32—18—14; 45—21—24,
10—6—15; 20—8—16; 19—9—17.
—4—5; —12—8; —14—17; —18—22,

9a+3a+8a. 8. 10x+9x-+12x.
x+5x; y+y; 5z—uz.

4x +5x—bx. 11. 4x+6y-+3x—6y.
17a—b—12b 13. 20m—9n-+n.

. 35x +26y-—40x—25y.

. 27a+36b—15¢—26a—35b-} 14c.

. 32x+30y—40z+18x—38y—z.

. 45p—24q—16q + 18r—28r—40p.

. 8a+5b—7a+6b+9a—4b+7b—3a.

. 24a—16b+3c—8b+7a-+5c+23b+14a—
—7c—16a—2¢.

20. 3m—7n+5m—7m+5n+3n—8p—5n+8p.

21. x—5y+8+7x—3y+5—7x+9y—13+y.

22. 27a—35b+49¢—43a+69b +24a—43b—>56¢.

ol S o SO S

23. 63x—40y—52s—40x—20y +422—x +152.
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24. 33a—5b+74c—24a—44b+3ic—6jc+13a+8b.

25. ja—3b+43b—§c+33a—13c+a+3ib+93e.

26. YPa—b+ic+54a+b—c—74a+ib—3b.
27. $a—4b+0,25a40,2b—a+b.

28. 0,75x—0,6y+4%y+1ia—b.

29. 84a—6,35b—5,7a—2¢5b+14a+74b.
30. ab+5ar—9ar—2a’h. '

31. 12xy—4xty—3xty—S8xy.

32. 10x*y*—6xyr—9xtys—2xy?*.

CAPITULO 1L
Adicién y sustraccién.
A. ADICION.

6. Definicién.—Adicidn es la operacién que
trene por objelo reunir dos o mds miumeros homo-
géneos en uno solo. El resultado debe tener tantas
unidades como el conjunto de los nimeros que
se suman. :

Los niimeros que se suman se llaman sumando
y el resultado es la suma. : i

La adici6n es asimilable a la operacién mate-
rial de reunir en un solo grupo varios grupos de
objetos de la misma naturaleza. Esta operacién
Gnica se puede efectuar por la agregacién suce-
siva de los grupos de objetos en cualquier orden
o formando agrupaciones parciales y reuniendo
después estos resultados. La verificacién del mis-
mo resultado en los dos procedimientos explica
las dos propiedades siguientes de la adicién:
~ 1.* El orden de los sumandos no altera el valor
de la suma, es decir, la adicién es una operacién
conmutativa.

2.* Para sumar varias cantidades se pueden

' reunir en grupos y sumar en seguida las sumas

parciales, es decir, la adicién es una operacién
asoctaliva.
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Es fécil verificar que si se aumenta o se dismi-
nuye un sumando, permaneciendo invariables
los' dem4s, la suma aumenta o disminuye en el
mismo numero de unidades. Esta dependencia
de la suma respecto a los sumandos, se expresa
diciendo que la suma es una funcién de cada
uno de sus sumandos.

8. Sumar un monomio.—Sea el ejemplo
B2

A partir de un punto O de una recta (fig. 3) se
avanza en sentido positivo en 5 unidades de lon-
gitud hasta e! punto A y desde este punto se

0 SRR TRt
| Fig. 3
contintia en el mismo sentido en dos unidades y

se llega al punto B. El segmento OB representa
la suma 5 + (+2).

El valor numérico del segmento OB se com- !

pone de 5+2 unidades, igual a 7 unidades.
Si sustituimos 5 por a y 2 por b, bendremos
el caso general:

a-+(+b)

En la misma figura se tiene entonces que OA
=ayAB = b.

El segmento OB representa la suma:

a+(+b)=a+b; luego

ES e e

Para sumar un término posmva se suma Su
valor absoluto.

Sea ahora el caso a2,

A partlr de O (fig. 3) se avanza en bentldo
positivo en 5 unidades, hasta el punto A y desde
este punto se retrece_de en 2 unidades hasta el
punto C. El segmento AC tiene un valor nega-
tivo igual a —2, puesto que es recorrido desde A
como origen a la izquierda. El segmento OC se
compone de 5—2 unidades. El hecho real de
recorrer 7 unidades para llegar desde O al punto
A y desde este punto al C, nos dice con claridad
que se ha ejecutado una adicién.

Sustituyendo 5 por ¢ y 2 por b, tendremos el
caso general:

a+(—b)=a—b; luego

Para sumar un trmine negalivo se resta su
valor absoluto. /

9. Sumar un polinomio.
Sea el ejemplo: a+(b—c).

Pars mayor claridad hagamos a=4, b=3,
e=2, de manera que se trata de calcular:

4-(3—2).

Desde el origen O (fig. 4) se avanza en linea
recta en sentido positivo en 4 unidades, hasta
el punto A y en seguida, en el mismo sentido, se
continia en 3 unidades, hasta el punto B; desde
este punto hay que retroceder en 2 wunidades
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hasta el punto C. El segmento OC representa
la suma 4-+(3—2), que, seglin el camino reco-
rrido, es igual a 4+3—2=35.

Volviendo a las letras se obtiene, por susti-

tucién:
8+ (b—c) =a+b—c; luego
. Para sumar un polinomio se suman los términos
positives y se restan los negativos.
Como una consecuencia de este teorema, todo

polinomio se puede considerar como una suma;
en efecto, el polinomio,

a—b+c—d
se puede escribir
a+(—b)+(+c)+(—d).

Por esto, un polinomio recibe el nombre de
suma algebraica.

B. SUSTRACCION.

10. Definicién.—La sustraccién es la opera-
cién inversa de la adicién; se dan la suma de dos
sumandos y uno de ellos y se trata de buscar el
otro sumando.

De 8+7=15, resulta 15—8=7.

La suma conocida se llama minuendo, el su-
mando conocido, susiraendo y el sumando que
se busca, o sea el resultado, se llama diferencia.

— O
El cdlculo se reduce, segiin esto, a buscar el ni-
mero que sumado con el sustraendo sea igual al
minuendo, o bien se trata de gquitar (restar) del
minuendo las unidades del sustraendo.

Es evidente que si se aumenta o disminuye el
minuendo, permaneciendo invariable el sustraen-
do, la diferencia aumenta o dieminuye en el mis-
mo numero de unidades; y que si se aumenta o
disminuye el sustraendo, permaneciendo invaria-
ble el minuendo, la diferencia disminuye o aumenta
en el mismo nimero de unidades. Ambos resui-
tados expresan que la diferencia es una funcién
de cada uno de sus términos.

11. Res__tﬁr un monomio. |
1) El sustraendo es un ntimero positivo:
5—(+3)=?

Segin la definicion de sustraccién, se trata de
buscar un nimero que sumado con 3 sea igual
a 5; tal nimero es 2, que se obtiene restando 3
de 5, puesto que 5—3=2; luego

5—(+3)=5—3.

Al mismo resultado se llega valiéndose del
gridfico de los nimeros relativos. Del punto
correspondiente a -3, situado 3 unidades a la
derecha de cero, hay que avanzar 2 unidades
para llegar al punto situado 5 unidades a la
derecha de cero. Inversamente, partiendo del
punto correspondiente a 5, hay que retroceder
en 3 unidades para llegar al punto correspon-
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diente a 2 unidades a la derecha de cero. De este,

modo se obtiere el procedimiento para restar
un nuimero positivo y el gréfico del cilculo.

En términos generales:

_ a—(+b)="7

Se trata de buscar un nimero que sumado
con b resulte a; este nimero es a—b, porque
a—b+b=a; luego

a—(+b)=a—b.
2) El sustraendo es un niimero negativo:
5—(—3).

Se debe buscar el nimero que sumado con —3
sea igual a 5; este nimero es 8, puesto que 8-
(—3)=5 (N.° 8); pero 8 es igual a 5+3, luego el
nimero que sumado con —3 es 5-+3; por con-

siguiente: _
5—(—3)=5+3.

Aprovechando el grifico de los nimeros rela-
tivos, el mismo ejercicio se explica asf:

El punto correspondiente a —3, estd situado
3 unidades a la izquierda de cero y para llegar al
punto correspondiente a 5, hay que moverse en 8
unidades a la derecha; de donde resulta que la dife-
rencia entre 5 y —3 es 8, lo que demuestra que:

5—(—3)=5+3.
En términos generales:
a—(—b)=?

El niimero que sumado con —b para obtener a

es a-+b, porque:
a-+tb—b =a; luego
a—(—Db)=8a-+b,

IR

‘Los razonamientos anteriores explican el teo-
rema:

Para restar un término posilivo se resta sw valor
absoluto y para restar un término negativo se suma
su valor absoluto. '

Observacién.—Si ‘en la sustraccién de un
nimero positivo el sustraendo es igual al mi-
nuendo, la diferencia es igual a cero: 7—7=0.
 Si el sustraendo es mayor que el minuendo,
la diferencia es un nimero negativo.

8—12=-4.

De aquf que un ndmero negativo —p se ex-

prese por la férmula: |
—p=m—(m+p)

12. Restar una suma. a—(b+c)="?

Restando b, la diferencia seria a—b; pero como
b tiene ¢ unidades menos que b-+e¢, la diferencia
a—b tiene ¢ unidades mds que la pedida; es ne-
cesario entonces restar estas ¢ unidades y resulta
a—b—c¢; luego _

Para restar una suma se restan sucesiwamente

los: sumandos.

Reciprocamente, en vez de restar sucestwament
varios términos se puede restar su suma. :
La proposicién es evidente, porque los dos
miembros de una igualdad se pueden cambiar
entre sf:
BN a—(b+4+c¢)=a—b—c
es lo mismo que:

a—b—c=a—(b+c).
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13. Restar una diferencia. a—(b—c)=?

Restando b, la diferencia serfa a—b; pero b
tiene ¢ unidades mds que b-—-—¢; la diferencia a—b
tiene entonces ¢ unidades menos que la pedida
(N.° 10). Para tener la diferencia pedida hay
que agregar estas ¢ unidades y resulta a—b+c;
luego

Para restar una diferencia se resta el ninuendo
y se suma el sustraendo.

14. Restar un polinomio. a—(b+c—d)=?

Restando b+ec, segin N.° 12, la diferencia

serfa a—b—c; pero esta diferencia tiene d uni-

dades menos que la pedida (;por qué?); agre-
gando estas d unidades, resulta a—b—c+d;
luego

-Ifara restar un polinomio se restan los términos
posttivos y se suman los megativos,

Recfprocamente, para indicar wun polinomio
como sustraendo Se encierra el polinomio entre
parénlesis, cambiando los signos de los lérminos.

Observacién.—La aplicacién de los teoremas
de este capftulo hacen desaparecer o resuelven
los paréntesis. :

En el céleulo de la adicibn y sustraccién de
polinomios se pueden colocar los términos del
sustraendo debajo de los términos semejantes
del minuendo, y entonces el cdleulo parcial se
reduce & sumar o restar un monomio.

— 4] —
Ejercicios.
Sumar los polinomios siguientes:
4a—5b—c. —Ox—20y—7z.

3. a'+4a—6b —7 4. x+4xry—6xy?
7ar—9a—5b —3 8x*—Oxy—3xy?
—4a+7a—10b—2.  —3x*+6xy+8xy’. i

Restar el segundo polinomio del primero (5 a 8)"
5.  15a+-3b—5¢ 6. 9ab+4a—8

10a+ b—3ec. 6ab—3a—9.
7.  23x*—Txy+2y* 8. 9m-+2n+5
20x*—4xy—3y". 2m—3n—+9.

9. Dados los polinomios
7at— 6ab+ b*—3ac-+3bc— ¢!
8a'+ 9ab—4b*—5ac+2bc—3e?
Oa!+13ab—0b*—T7ac— be+2c?
5a*— 9ab+5br—2ac+T7bc—7¢c,

restar la suma de los dos 1iltimos polinomios de
la suma de los dos primeros.

10. Dados los polinomios:
12x—15x%y +13xtyr—17xy* 4 16y*
xb— Oxiyd Bxivit Gyl Gyt
3x+10x*y—15x2y*— 3xy*-+12y*
x4 20xy—22xy 4+ 14xy* 413y,

restar del primer polinomio la suma de los tres
siguientes.



Resolver los paréntesis y reducir los términos
gemejantes en los ejercicios siguientes:

11. 2464 (172+54). 12. 438+ (327—38).

13. 8a+(3b—6a). 14. (7x—2y)+by.

15. 7a+(5b+2a) +(a—7b).

16. (3x+3y)+(@Fx—8y).

17. (4.7a-+5,3b) +(1,82—0,8b).

18. 364—(64—215). 19. 745—(1634-245).

20. 9x—(6x+7). 21. 12m—(5-+9m).

22. (x+5y)—(x+4y). 23. (3p—7q)—(2p-8q).

24. (6a-+3b)-(5a-+4b). 25. (15¢-16d)—(20c+d)-

26. (8,3x+2,5y)-(x-0,7y) 27. 4,6a~b—(a+0,5b).

28. 7osm—4fn—(im+4§n) 29. 6x—y—(x—%Y)

30. 28a—(35a+23b) +45b—(21b—a) +-6a. :

31. 31x—(42y—52z) +9y—(30x+512) +8z—
—(112—33y).

32. 25— (5a—8) +(6a+7)—(a+20).

33, xt+y—(3x—2y?) + (y—x!)—(4y*—6x?).

34, 6a—(7a-+3b—5¢) +(a+4b—30c).

35. 35x—(40y—59z+41x)—(60z—Tx—41y).

36. 3a-+(a+7b—4c)—(3a+5b—3c)—(b—r¢).

37. 8x—(15y+162-12x)-(13x +20y)-(xt+y +2).

38. (6x*+3x-5) +(3x—T7x+2)-(9x*—3x—4).

39. 74 — 29t — (50— 43s — 30t + 42r) —(7t—
—43r+44s+4-24).

40. {8—(10a+3b){—I[9—{(14a—T7b)—(3a—
—9b—1)}).

Para resolver paréntesis miltiples se puede
seguir uno de los procedimientos siguientes:

T Yl
1. Se resuelven primero los paréntesis inte-
riores y se tiene sucesivamente:
{8—10a—3b}—[8—{14a—T7b—3a +9b+1}]
8 10a—3b—(9- 14a-+7b+3a—9b—1]
8—10a-—3b—9+414a-7b-3a+9b-+1=a—Db.

2.¢ Se resuelven primero los paréntesis exte-
riores y se tlene sucesivamente:

8—(10a43b)—94 {(14a—7b)—(3a—09b—1)}
8—10a—3b—9-+ (14a—7h)—(3a—9b—1)
8—10a—3b—9+14a—T7b—3a+9b+1=a-b.

El segundo procedimiento permite combinar
las operaciones y anotar inmediatamente la ulti-
ma linea.
41, (7a—2b)—{(3a—c)—(2b—3c)].
42. 2—x—I[7x—{9x—(3+6x)!}].
43, 2x—1(17—9%) +(x+1)1.
44, (2a—b)—I[5b— (a+2b) + (a—4b)].
45. (x—2y)—[{3x—(2y—-2) }—{4x—(8y—
—22)1.

46. 44x-+{48y—(62+3y—Tx) +42}—1{48x—
—8y+2z—(4dx+y)!.

47. (5x—3y—7z)—I(8x—9y—3z)—{(9y—3x—
—T72)—(8y—T7x—22){].

48. 73a+{(21x—1b)—(73a+3x)} +(1,6b—
—{0,25x).

49, (2}x—31y)—{(18x—2y)—(13y—2%2)}—
—($x—2,52).
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Encerrar en un sustraendo todos los términos,

menos el primero de los siguientes polinomios:

50- a.—b-—c. 51- a_b-l_c. i
52, a—x+y—z. 53. a—x—y-+a.
54, x+y—3—2. 55. x+2—-—.§iz.
56. m~+p+5—n. 57. a+4+b—c.

C. ECUACIONES.
 Aplicacién de la adicion y sustraccion a la
resolucion de ecuaciones.

15. Problema.—;Qué mimero sumado con 7 es
sgual a 15? s

Si designamos por z el ndmero desconocido y
remplazamos las condiciones del problema por
snotaciones algebraicas, resulta la igualdad:

x+7=15.

En esta relacién se conoce la suma de dos
sumandos y uno de ellos, y se trata de buscar
el otro sumando. Segiin la definicién de la sus-
traccion, el sumando z serd igual a la sums 15
menos el sumando 7, luego

; x=nl5~_-7-.-=8.
- 81 en ls igualdad:
x+7=15,

se sustituye z por su valor y se ejecuta la suma,
se obtiene la igualdad:

15=15.
Esta igualdad es una identidad.
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En general, identidad es una igualdad evidente
o que se hace evidente mediante operaciones
efectuadas con los sfmbolos que entran en los
dos miembros. Toda identidad se puede reducir
a la forma a=a, después de transformaciones
legitimas.

Una igualdad, como x+7=15, que se verifica
para un valor determinado de la cantidad desco-
nocida que figura en ella, se llama ecuacidn.
La cantidad desconocida es la incégnita. El valor
de la incégnita que satisface a la ecuacién, es
decir, que verifica la igualdad, convirtiéndela en
identidad, se llama solucién o raiz de la ecuacion,

Resolver una ecuacién es calcular el valor de
la incégnita.

En este pdrrafo se trata sélo de ecuaciones
cuyos dos miembros son sumas algebraicas o
contengan paréntesis que se resuelvan por adi-
cién o sustraccién. : '

La resolucién de esta clase de ecuaciones se
funda en el axioma siguiente:

St a cantidades iguales se suman o se les restan

cantidades 1guales, se oblienen resullados iguales.

La aplicacién de este principio permite trans-
formar una ecuacién comprérndida en este pdrra-
fo, hasta reducirla a la forma normal:

ax=b,

El valor de z resulta dividiendo los dos miembros
de la ecuacion por el coeficiente u y se obtiene:

Xm —,
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Para obtener la forma normal de una ecuacién
8e reunen en un miembro los lérminos con la in-
cognita y en el otro los términos conocidos y en
seguida se hacen las reducciones.

Cuando se tiene cierta prictica conviene hacer
al mismo tiempo las reducciones,

En la transposicion de los términos de una
ecuacién hay que tener presente que un término
que estd sumando en un miembro, en el otro
debe restar y viceversa.

Una ecuacibn es numérica cuando todos sus

térmmt:as, menos el que contiene la inecOgnita,
son numeros ordinarios, y liferal cuando sus
términos son letras.

Una ecuacién de la formz:
ax=b |
es de primer grado, si el exponente de la incég-
nita es uno.
Resolver las ecuaciones siguientes:

1. x+9=16 2. x—6=4.

3. x+10=21. 4, x—8=12.

5. 5+x=8. 6. 24+x=40.

7. x—6=15. 8. x—9=5.

9. T=x-1. 10. 37=9+4x.

11. 40—x =29, 12. 45=52—=x.
13. 1—x=1. 14, 12—x=4.

15. 7Tx—15—6x=31. 16, 2x+6-—x=23.
17. 6x=5x+38. 18. 7x=8x+1.
19. x—b=a. 20. x+b=a.

21. m=x—n. 22. q=p—x.
23. 2x—3a+4x=5x 24. 6c—4x—d=3x-+5¢

—28

—bx.

25. 5x=235. 26. 8x=32.

27. 3x—17=13. 28. 7x—9=47.

29. 3x—4+2x=21.  30. 4x—16—7x=20.
31. 7x—9=3x-+31. 32. 15x—73=06x+35.
33. 23x—52--17x =80—6x—12.

34. 45—17x—15=32x—40—54x.

35. 24—18x+6=12x—18—14x.

36. ax=a. 37. bx=1.

38, ax=ab. 39. mx-+n=p.

‘En las ecuaciones siguientes hay que resolver
primeramente los paréntesis.

40. 8x—(3x+7) = 41. 29—(5x—6)=5.
42. 7x—-59~—(12x+21) 43. 47—(6x+13+2x)

= 13x.
44. 19—(30—28x)—(21+17x) =
45. Ox—12—(2x+3)—(3x—4) = 9
46. 6x—(11x—10) = 87~——(21+13x)
47. 51—{14x+(3x—2) } =12x—{ (14x+3)—6}
48. 3x4[(17—9x)— (16x—10)]—30-——23x‘
49. a—(x+b)=0. 50. 8a—(2a+x)=>5a
51. 2a—(x—b) =x—(b—2a).

Problemas.

En la resolucién de un problema algebraico
conviene observar la siguiente disposicién:

1.° Se indica la incégnita, fijindose en la
pregunta del problema.

2.° Se plantea la ecuacién, fijAindose en el
enunciado del problema.

Plantear una ecuacién es anotar con nimeros

y signos de operacién las condiciones del pro-

blema Los ntmeros y los signos de operacién,
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es decir, la notacién algebraica, expresan, en la
ecuacién, las relaciones entre los datos y la
mecognita del problema.

3.° Se resuelve la ecuacién.

Aunque esfos puntos son los esenciales en la
resolucién de un problema algebraico, sigue to-
davia la discusién de la soluci6n. En este punto,
hay que hacer ver si el resultado corresponde al
problema y examinar los distintos casos que se
pueden presentar. Con este objeto se hacen notar
las variaciones de la solucién con relacién a dis-
tintos valores de los datos.

Ejemplo.—Si el precio de un metro de género
se aumenta en E° 2,75, se obtiene el mismo valor
que restando el precio de E° 27,75. jCudnlo vale
el metro de génerof

1.°> Sea z el precio del metro de género.

2.° Segtin el enunciado del problema, resulta

la ecuacién
x+2,75=27,75—=x.

3.° Sumando z y restando 2,75, se tiene:
2% =25. '
Dividiendo los dos miembros por 2, se obtiene:
x=12,50.

 Prueba: E° 12,50+E° 2,75=E¢ 15,25
“Ee 27,75—FE° 12,60 =E° 15,25.
Resolver los problemas siguientes:
1. (Qué nimero sumado con 283 es igual a 7007

2. jQué nimero debe restarse de 654 para ob-
tener 2407

3. ;Qué nimero hay que sumar con 0,684 para
obtener uno?

4. ;De qué nimero hay que restar 1,745 para
obtener 3,257

5. JQué ntmero sumado con p es igual a q?

6. ;De qué nimero hay que restar a+1 para
obtener 2?

7. Si a cierto nimero se agrega 30, resulta el
triple de ese nimero. ;Cuél es el nimero?

8. Si se resta 26 del doble de un niimerc més
2, resulta el mismo nimero. JCuél es el nimero?

9. Si tres veces cierto niimero se suma con
72, resulta 8 veces dicho nimero menos 18.
JCu#l es el nimero?

10. Si de 420 se resta cierto nimero aumen-
tado en 36, resulta 300. ;Cuédl es el nﬁn_aero?

11. El mayor de los dngulos de un tridngulo
tiene 14° més que el dngulo del medio y éste
tiene 16° mds que el dngulo menor. (Cudntos
grados tiene cada dngulo? _

12. En el segundo afio de humanidades de un
liceo hay el doble nimero de alumnos del que
hay en el tercer afio, y en el primero, el doble
nimero de alumnos de segundo afio. {

iCuéntos alumnos hay en cada curso, si en
los tres hay 154 alumnos?

13. La suma de tres nlimeros pares consecu-
tivos es 258. jCudles son los ntmeros?

14. La suma de cuatro ndimeros impares con-
gecutivos es 296. ;Cudles son los ndmeros? i

15. Un hombre tiene 30 afios més que su hijo
y 31 menos que su padre. La suma de las edades
de estas tres personas es 100 afios. ;Cudl es la
edad de cada una?
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16. Dos asociados se reparten el beneficio de
un negocio, de modo que la parte del primero,
que equivale a 3 veces la del segundo, exceda en
e 1;-0 800 a la del segundo. ;Cuénto recibe cada
une?

17. Repartir E° 180 entre tres personas, de
modo que la primera reciba E° 20 més que la
segunda y ésta E° 20 més que la tercera. ;Cudnto
recibe cada persona?

18. ;Cudles son los nimeros cuya suma es
218 y su diferencia 307 i

19. La suma de tres nimeros es 100. El pri-

mero tiene 9 y el segundo 7 unidades més que

el tercero. ;Cudles son los nimeros?

20. Dos personas, A y B, que viven a una dis-
tancia de 12 leguas una de la otra, emprenden
viaje al mismo tiempo y en la misma direccién
(del pueblo de A hacia el de B). A recorre 10 y B
7 leguas al dia. jEn cudntos dfas alcanzard A a B?

21. Dos trenes parten para encontrarse, des-
de las estaciones A y B, respectivamente, cuya
distancia es 553 km. La velocidad del que parte
- de A es 42 km y la del que parte de B es 37 km
por hora. jA qué distancia de los puntos de par-
tida se encuentran?

22, Un prisionero huy6 de A a B a las 5 A. M.
de un dfa, con la velocidad de 6 km por hora.
A las 11 A. M. se envia un ciclista en su perse-
cucién, quien recorre un kilémetro en 4 minutos.
JA qué hora lo alcanza?

23. Una persona tiene E° 168 en billetes de E° 5
y de E° 1. jCuéntos billetes de cada clase tiene,
si el nlimero de a E° 5 es cuatro veces el de a E° 17

CAPITULO III
Multiplicacion.

16. Definici6on.—La suma 4+4+4 se puede
escribir del modo siguiente: 4 . 3 (4 multiplicado
por 3). La operacion que resulta es la multipli-
cacion,; luego mulliplicar un wimero por otro €3
repetir el primero como sumando tanfas veces como
unidades lenga el segundo. _

El sumando que se repite se llama muliiplicando
y el nimero que indica las veces que se repite
el multiplicando se lama mulisplicador. El resul-
tado se llama producto. El producto es entonces
una suma de sumandos iguales.

El multiplicando y el multiplicador tienen el
nombre comin de factores del producto.

Un producto, por ejem-

plo ab, puede representar C
ademds una  superficie. '
En efecto, el rectingulo b

ABCD (fig. 5), cuyos la-
dos contiguos son a y b, _ |
tiene como #drea ab, pues- A a B
to que la geometrfa nos Fig. 6

ensefia que el drea de un :
rectdngulo es igual al producto de sus lados

contiguos.
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St en el producto 12 .3=236, se hace mayor
uno de los factores, por ejemplo, 2 veces al factor
12, resulta 24 . 3=72. El producto result6 tam-
bién multiplicado por 2. Si se divide por 2 al
mismo factor 12, resulta 6 . 3=18. El producto

resulté también dividido por 2. Lo que establece -~ |

que el producto es una funcién de cada uno de
sus factores. ) _

17. Propiedad de los factores.—Aplicando
en el producto 4.3 el desarrollo que indica la
~ definicién de la multiplicacién, descomponiendo
en seguida cada sumando en sus unidades y
formando la suma de las columnas, se obtiene
el cuadro siguiente:

4.3=4+4+4 = 1414141
1+1+1+1
1+1+1+1

3+3+3+3=3.4. .

Este resultado prueba que el orden de los fac-
tores no altera el producto. La multiplicacién es,
por esto, una operacién conmutaiiva.

18. Si una persona debe E° 65 se dice que tiene
—E° 65. Tres veces su deuda serd (—E" 65) * 3,
es decir, —E° 195. : )

Del mismo modo, (—4) . 3 significa que —4
se repite 3 veces como sumando, es decir, '

S e e il G0 e S e el

.

Sl A
Si (—4) .3=—12, el producto de 3.(—4)

debe ser también —12, ya que el orden de los

factores no altera el producto; luego
St uno de los factores es negativo, el produclo es
también negativo.

Calcular: :
1. (—8) . 6. 27 . (9
30 4. ¢. (—d).

19. Multiplicar un producto par un ntimero.

(4.6) .7=(4.7) .6=28.6=168
(4.6).7=(6.7).4=42.4=168.

De donde se deduce que en lugar de multi-
plicar un producto por un mnimero se puede
multiplicar uno de los factores y este resultado
por el otro factor o por los otros factores, cuando
f,! producto se componga de més de dos factores; .
uego

Para multiplicar un produclo por un mniumero,
se multiplica uno de los factores y el resultado se
multiplica por los demds factores.

Reciprocamente, para multiplicar por un pro-
ducto se multiplica sucesivamente por sus factores.

1. (48.9).5. 2. (36.7).25.
3. 15x . 6. 4. 7a.8.
5.18.(5.7). 6. 19. 30.

20. Multiplicar potencias de igual base.

 Un producto de factores iguales, como 5.5 .
6 .5, se llama polencia; se escribe 5¢ y se lee:
S elevado a 4.



El factor que se repite se llama base y el nii-
mero que indica las veces que la base se repite se
llama exponente. En 5' la base es 5 y el expo-

‘nente es 4.

Sea a¢, art=?

Segun la .defim'cién de potencia, resulta:

a‘. a'=aasanan=a’; luego

Para multiplicar poténcz'as de tgual base se eleva

la base a la suma de los exponentes.

1. ;En qué forma se puede escribir: a) 3.3 .3
3.3;b)x.x.x.x.x.x?

2. ;Qué significa 7%, &, b%, x*? Escribir el des-
arrollo en cada caso.

3. at. a 4. xb, x\,
5. a'.a. 6. a"ts | gs

21. Multiplicar monomios.
Ejemplo: '~ 4ah . 3ab*="?

Aplicando la propiedad de los factores y el
teorema precedente. resulta sucesivamente:

4atb . 3ab' =4 .3 .8'.a.b. b= 12abs
luego

Para multiplicar monomios se multiplican los
coeficientes y se aplica para los factores lLiterales

el teorema para multiplicar potencias de igual base.

I T

Observacion.—En el cdlculo del producto de
monomios pueden agruparse los factores y for-
mar con los productos parciales el producto
definitivo. -

La multiplicacion es, seglin esto, una opera-
ciébn asociativa.

1. 7a . 6b. 2. 14x2 , 5xy.
3. 4a'bt . Rab. 4. 10x'ysz . 3x2yizt.

22. Multiplicar un polinomio por un
monomio,

El 4rea del rectdngulo A BC D (fig. 6), cuya
base es a+b+c y su altura h, es (a4+b-+c) h.
El mismo rectdngulo se compone de los rectdn-
gulos ah+bh+4ch; de modo que
rec. AB C D=(a+b+¢). h p
rect. A B C D=ah+bh-+-ch.

—_—
=
—_—
h
e
—_—
—————
e

Como los primeros miem-
bros de estas igualdades son
iguales, los segundos son tam- A = @ b
biéniguales entre sf, es decir, Fig. 6

(a+b+c)h =ah+bh4ch.

El' mismo resultado se obtiene aplicando la
definicién de la multiplicacién y reduciendo los
términos semejantes, como se nota en el desa-
rrollo siguiente, haciendo h=3:

(_a+b+c)3=(a+b+e)+(a+b+c)+(a+b+c)
=a+b+cta+tb+ctatb+te (N° 9)
=3a-+3b+3¢; luego




lo sacar factor coman.

i
Para multiplicar un polinomio por un monomio
se mulltiplica cada término del polinomio por el
monemso.
1. (x+y)4. 2. (a—b)5.
3. (2a—3b+5¢)7. 4. (7x—6y—4z)b.

23. Convertir un polinomio en un producto

Cambiando el orden de los dos miembros de la
igualdad del teorema anterior, resulta:

3a+3b+3c=3(a+b+e).

El s.eguﬁdo miembro de esta igualdad se ob-
tiene del primero dividiendo cada término por el

Jactor comin 3; luego

Para sacar factor comin se divide cada término

del polinomio por el factor comin, escribiendo este

Jactor comin fuera de un paréniesis y enire parén-

tesis el polinomio que resulla de la divisidn,

1. 6a+6b. 2. 5x—by.
3. 9a+9. 4. 12m—6n.
5. 8p+12q—20r. 6. 18a-+2ab—30ac.

24. Multiplicar un polinomio por otro.
Ejemplo: (a—b) (c—d).
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Desarrollo por representacién grdfica:

En el rectdngulo
ABFG, el lado AE=a,
EF=c¢, BE =5, DG=
d, de modo que el
recténgulo A B C D
tiene como lados a—b
Y. c—d.

Segun la figura, rect.
(AC)=(AF)—(DF)—(BF)+(CF), puesto que
este rectdngulo (CF) ha sido restado dos veces.

Sustituyendo estos rectdngulos por sus freas,
resulta:

(a—b) (c—d)=ac—ad—be-+bd.

Desarrollo algebraico: Considerando el segundo
polinomio como monomio y aplicando el teorema
del nimero 22, se tiene: :

(a—b) (c—d) =a(c—d)—b(c—d)
- =ac—ad—be+bd (N.° 13); luego

Para multiplicar un polinomio por otro, se mul-
tipirca cada término de un polinomio por cads
término del otro. :

Regla de los signos de un producto.—Como
una consecuencia del producto de un polinomio
por otro, resultan las siguientes reglas sobre el
signo del producto de dos términos:

1.* El producto de dos términos de distinto signo
es megalivo.

2.* El producto de dos términos de tgual signo
€8 positivo.

Fig. 7



Demostracién directa de estas reglas:

La 1.* est4i demostrada en el nimero 18; lo |
mismo (+a) . (+b)=+ab; (—a) . (—b) debedefi- =
nirse como +ab para que las leyes formales de &
la aritmética se conserven. En efecto, si en el §
ejemplo anterior a=9, b=4, ¢=8 y d=5, la
multiplicacién se convierte en (9—4) . (8—5). Al =
efectuar primero las restas y después la multi- |
plicacién, resulta 5 .3=15. Si multiplicamos co- |
mo polinomios, los tres primeros productos son |
72, —45, —32; la suma es —5. Para que el resul- 3

tado sea 15, (—4) . (—5) debe ser +20.

1. (+2a) . (—3b). 2. (—5p) . (+4q).
3. (—7x) . (—2y): 4. (—6ab) . (—ba).
5. (a+4) (b+3). 6. (2x—3) (x+8).
7. (3a—2b) (7a—3b). 8. (9x—10y) (4x—5y).

25. Descomponer un trinomio ordenado
de segundo grado en un producto de dos |

factores binomiales de primer grado,
Consideremos los productos:

1) (x—4) (x—5)=x*—9x+20.
2) (x+8) (x—3)=x*+5x—24.

Permutando los miembros de las dos igual-
dades se tiene la tesis del teorema.

Para dar una regla general del desarrollo de la
cuestién, hay que fijarse en el tercer término,

el cual puede ser positivo o negativo.

e 5Q e

En el primer ejemplo este término es positivo
(20); hay que descomponerlo en dos factores,
cuya suma sea—9; estos factores son —4 y —35.
El ejercicio se transforma como sigue:

x2—0x 420 =x'—4x—5x+20
=x(x—4)—5(x—4)  (N.° 23)
= (x—4) (x—5). (N.° 23).

En el segundo ejemplo el tercer término es
negativo (—24); se descompone este término en
dos factores cuya suma sea 5; 8+4(—3)= 15.
Entonces se puede escribir: '

X +5x—24 =x'48x—-3x—24 _ _
=x(x+8)—3(x+8)  (N.° 23)
=(x+8) (x—3). . (N.® 23)

Expresar en prod'uctoz

1. *+13x+42. 2. x*—15x+54.
3. x*—3x—70. 4. x*-+8x—48.

26. Cuadrado de un binomio.
1) (a4b):=?

Desarrollo por represenlacion grdfica. El cua-
drado ABCD (fig. 8) se compone de la suma de
los cuadrados (AF) y (FC) mds los rectdngulas
(BF) y (DY), euyos lados se anotan en la figura.



a__ b ¢ Segiin esto,
bl ab b {b
G - ABCD = (AF) +(BF) +(DF)
i : =R OR),
al ab 1a il
Sustituyendo por las dreas, _;f
A B resulta: -
Fig. 8

(a+b)!=a!+ab-+ab+b?=a*+2ab+bt,

Desarrollo algebraico:

(a+b)*=(a+b) (a+b) -
=a!+ab+ab+bt (N.° 24).
=a'+2ab+b’.

2) (a—b)'=?

Desarrollo por representaczén grdfica. El cua-
drado ABCD (fig. 9) se deriva del cuadrado (EG)

menos los recténgulos (AF)
y (FC), més el cuadrado f" G
(FD), cuyos lados estdn !|p! b
anotados en la figura. Se- i~
gin esto,

ABCD = (EG)—(AF)—(FC)+
D= (EG)—(A-—(FO)+

Yoo ow o o -
1=
4
[

-

Eor--ﬁ- a -c---‘a
Fig. 9

. Bustituyendo por las 4reas, résulta.:
_(a—Db)*=a'—ab—ab+b*'=a'—2ab+b*,

(N°o20) |

-] —

Deaarrollo algebrmm |
(a—b)*=(a—b) (a—b) (N.° 20)
= a'—ab—ab +b* (N.° 24)

= a*—2ab +b?.
Resumen:
(a £b)'=a? + 2ab+Db?; luego

El cuadrado de un binomio es igual al cuadrado
del primer término, mds, menos el doble del pro-
ducto de los términos, mcis el cuadrado del segundo
término.

1. ater | 2 (Dt
4. (Bx—y). 5. (da+5b).

27. Cubo de un binomio.
(a+b)*=(a*+2ab+b?) (a-+b)=a'+3a'b+3ab*

+b»
(s—b)e=(s—2ab +b%) (a—b) =a*—3a'b+3al!

3. Bx+y)
6. (10x—12y)*.

(a £b)*=a* +3a’b+3ab? £b?; luego

El cubo de un binomio es igual al cubo del primer
término, mds, menos el triple del cuadrado del pri-
mer lérmino por el segundo, mds el triple del prz-
mer término por el cuadrado del segundo y mds,
menos el cubo del segundo término.

1. (a+4)e. 2. (a—5)" 3. (2x+3y).
4. (dx—y)*. :
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28. Producto de la suma de dcz términos
por su diferencia. :

(a+b)(a—b) =1

Desarrolio por representacién grdfica. El rec-

tdngulo ABCD (fig. 10} es icual al cuadrado
EEFGD menos el rectdnguio (HJ), menocs el cua-
drado (AH) msds el rectdngulo (BG). Los lados

de estos rectdnguios estdn anotados en Iz figura. |

Se tiene entonces:
ABCD = (EGQ)—(HJ)-—(AH) +(BG).

Sustituyendo por las édreas, resulta:

Disies G G
L]
i
' ab
i
a1 "
A TR
_ b
E 5 Hab F

Fig. 10 61

Desarrollo algebraico:

(a+b) (a—b) =ur—ab+ab—b? (Ii.° 24)
=a*~b?, luego

(1) GC=b.

L |

El producto de la suma de dos términos por su
diferencia es tgual a la diferencia de los cuadrados
de estos lérmanos.

1. (a+4) (a—4). 2. (a+1) (a—1).

3. (5x+3y) (5x—3y). 4. (10m+9) (10m—9).

29. Diferencia de dos cuadrados.
Cambiando el orden de los miembros de la
igualdad de la tesis del teorema anterior, resulta
el teorema reciproco:
a*—b?=(a+b) (a—Db); luego

La diferencia de dos cuadrados es tgual al pro-
ducto de la suma de las bases por su diferencia.

1. m*—nt 2. x*—25.
3. 16x*—9, 4. 36a*—49b2.
Ejercicios. :

1. (24.7) . 5. 2. (16.9) . 25.
3. (5.43).20. 4. (25.38) . 4.
5. 14a . 8. 6. 15x . 6.

7. 12a . . 8. 24x . 4.

9. 15¢ . . 10. 18b . 3.

11. 2,5x , 12. 12. 3,75y . 4.
13. (—18a) . 20. 14. 7x . (—25).

15. 25:=20 , 30 +25=625.
16. 352, 452, 55¢ 65, 75% 85% 95 105,



1_7..
20.
23.
26.
29.
32,

34.
37.
40.

43
44
46‘
48

50.
53.
56.
58.
59.
60.

61.

62.
63.
64.
65.

— 64 -

a*. at 18. at. at 19. a*. at.

x? . x5 74 Wi T SLGRIRY b s B 4

a'. a. 24. b. Db 25. ¢*, ¢,

a®t:, q, 27.a"t.a  28. a7, a.
X, X3 30, y: ot oyt 31, zta gnce
a'ht . aths. 23. XTy‘ze. xty2s,
2a . 5b. 35. 7x.3y. 36. 4} . 6b.

$c.27d.  38. 9x.5x.  39. 63y’. 12y.
7ac.2ac? 41. 156xty . 8x'y* 42, 14a'h.5ab* . ab.

. 15x%yz . 4xy*z . 3x*y2).
. 3ab . (—bab?). 45, (—4xwy") . 17xy

(—18pq?) . (—3pxq) 47. (—19m'n) (—ﬁm*n')
(-9x) . (4y) . (-5z) 49. (-12a).5ab . (-7ab¥).

(a+b)7. 51. (x—y)5. 52. (m-1)3.
(n—1)8. 54. (a—b+c)9. 55. (x+y—1)4.
6(2x+3y—4z). 57. 7(8a—3b+5c¢).
2a(4a +2&’b +3atc). : ,
3x(5x—Txy—4xty).

(a*—2ab +b?) . (—3ab).

(8x*—bxy*—4x?y) . (—6xy*).

99 . 18=(100—1)18=1800-—18=1782.
198 . 15 999 . 26 698 . 8.
899 .7 9999 . 47 995 . 52.
5(2x—3y+2z) +3(5y—3x—2z). !

66. 8(3a—5y—27)—6(4a—By +32).

67.

2(5a +8b)—3(3a—5b) +4(a—7b).

P e

68. 10—6(x—>5y) +2(3x—5 +14y).
69. 9(3(2a—3b)—(12a—23b)].
70. 12ala—3(2a—b)—4(3a +2b)—(—17)].

Sacar factor comuin:

71. 4a—4b. 72. 9x—9y.  73. Tx+7.
74. 5x—b5. 75. 16a—12. 76. 15b—-10.
77. 6x—12y+18. 78. 8p+12q9—4.

79. 15a+20b—30. - =

80. 14c—21d+35. 81. ax+bx. 82. am—an.
83. ab—a. 84. px+p. 85. xx—x.
86. aa+ta. 87. y*+y. 88. b—b.
89. 5ar—ab+a. 90. 3&b+6a.c—-—9&d

91. 20a’b+12abt—4ab.

92. 10x*y—15xy*+25xy.

93. a(x—y)+b(x—y).

94, 3(2a+b)—c(2a+b)

95. (a+b) (a—b) + (a+b) (a+Db)

96.. (5a—3) (x+y)—3a(x+y).

97. ap+aq-+bm+bn. 98. xy—x+32—6.

99, x*4-xy+xz+yz.  100. 15+5a-+3b<ab.
101. ab+a—b—1. 102. x*+9x+8x+72

s

Multiplicar:

103. (a4-2) (b+3). 104. (x+7) (y-+5).

105. (m+4) (n—1).  106. (p—4) (q+9).

107, (8—x) (x-—5). 108. (3x—2y) (5x+3y).

103, (6x—10) 3x—5). 110. (9y+6) (10x—7).

111, 17 . 14=(10+7) (10+4) =100+70+40428
=(17+4) . 10+4 . 7=210+28 =238,

112, 16..13:19.15: 17.16
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113.
114,
115.
116.
117.

 118.

119.
120.
121.
122.
124.

125.
126.
127.
128,
129.
130,
131.
133.
135.
137.
139.

— 66

128, 137, 142, ., 19%
(16x+15) (12x+14).
(18a—12) (17a—14).
(15y+13) (14y—19).
(13x—19) (14x—19).
(2a+3b+4c) (a—b).
(3p*+16p—12) (3—p).

(x*—x+1) (x+41).

Gettxi=b x4 1) (x 1) 1
123. 4(a+4) (a—2). &
(15x +

2(x+2) (x+1).

26xy—(9x—8y) (5x+2y)—(4y—3x)
+4

S

(2x+3y+4z) (5x+2y+2z).

(2x—y432) (dx+2y—12). :
(Bx*—A4x*+Tx—6) (x*—5x—3).

(x+4) (x+3) (x+2).

(a—5) (a—2) (a—3)

(x4+6) (x+5)=x*+11x+30.
132. (x+7) (x+3).
(x—4) (x—3).

(x+8) (x+3).
(x+8) (x+9).
(x—2) (x—10),
(x+12) (x—6).
A(x+11) (x—13).

Expresar en producto:

141.
143,
145.
147,
149,
151.

x*+6x-+8.
x® +10x—56.

y—T7y—30.

x—bx—84.

x*+7x—120.

a*—T7ab+12b%.

134.
136.
138.
140.

142.
144,
146.
148.
150.
152.

(x—8) (x+15).
2(x+7) (x—12).
5(x—16) (x+12).

¥).

x*—16x+463.
x?—-13x—48.
x2—14x +48.
*4-27x +180.
x*—30x +216.

XE—

—21y%

PR T

153, (x+y)i 154. (x—y)*. 155. (x+4)

156. (3a+2)t.  157. (5x+1)* 158. (1—7y)’.

159. (6x+5)%.  160. (8—=x)*. 161. (3—2y)*.

162. (4x—b6y)*  163. (1Ca+7b)% 164. (12x—5y)*

165. (15a+12b)® 166. (25p—16)* 167. (35a+20b)*

168. 3(x+5)%. 169. 5(2a—3b)%.

170. 7(8m-+10n)?. 171. 10(12b—15¢)%.

172. (3a—b)?+(3a—2b)%. 173. (p+q)*—(p—q)*

174. (2x+3y)*+(2x—3y)".

175. (2x+3y)*—(2x—3y)*.

176. (a+3b)*+(2a+3b)*—3(a+4b)’.

177. (5%—3y)"—(3x—2y)'— (4x—3y)".

178. (13x+7y)*—(5x—3y)*—(12x+5y)*.

179. {(a+b)—(c—d))?; [(2x—3y)—(3a+4b)I".

180. (8—a—3b)?; (2x+y-+z—4)%

181. (a-+b+ec)?=a*+b*+c*+2ab+2ac+2bc
{a+b—e)t=a?+b*+c*+2ab—2ac—2bc.

182, (x+tv+2)?; (x—y+2)%

183. (x+y—2)%; (a—b—c)’.

184. (2a—3b+5)?; (7—ba—6b)*. _

185. (7m—3n+5)*+(7Tm—>5n—3)*—2(7m+5)*. .

186. Calcular, aplicando el cuadrado de un bi-
ROmIo:

428 74% 83 126%, 385

Completar el desarrollo del cuadrado de un
binomio en los ejercicios 187 a 194.

187, x b l0x4 . 188, v 18y <. .|
189. m*—.. . +36n% 190. p*-+. .. +64q%
191. . . +42x-+49. 192. ...—390y+225.
193. 28022+340z+,.. 194. 64x*—80xy+. ..

195. Cubos de los niimeros de 1 a 10,
196. (x+y)t =y, (P



e

197. (a +2)? (3 xx)* (y £1)8,
198. (2a +3)? (4x £y)? (5a =2b).
199, (7x £6y)* (8ax9b)*  (10c +4)"

200. (x+1) (x—1); (y+2) (y—2).
201. (9+x%) (9—x);  (5b+8) (5b—8).
202. (7a-+4b)(7a—4b); (8x+6y) (8x—6y).
203. (15a+14b)(15a—14b)
(13p+11q)(13p—11q).
204, (1811 +13v) (18u—13v)
~ (19a+17b)(19a—17Db).
205. (45x-+35y)(45x—35y)
(75t+-658) (75t—858).
206. (a*+b?) (a’—b’) (3 +y) x—y?).
207. (x+y)—&x+y) G—y).
208. (4a+5b+6¢) (4a-+5b—6c).
209. (6x—4y-+5z) (6x+4y—>baz).
210. (3x-+5y)*—(3x—5y)*+(3x+5y) (3x—5y).
211. (13x+5y—4)*—(12x—5y +3)*—(5x—4)

(5x+4).
212. 64 . 56=(60+4) (60—4)=...
213. 47 . 33 58 . 42 85 . 75.
214. 63 .77 26 . 34 82 . 98.
215. 79 . 81 3 b 21 it § K0 B2

216. 125 .75 385.415 816 . 784.

Expresar en producto:

217, x*+2xy+y? p*—2pq+at.

- 218. a*—2a+1 m*—6m+9.

219. 9x*—12xy+4y* 36n®-+84pn +48p*.
220. (m-+n)*—4mn (o—y)* Hdxy.

2z2. ¥la’—64b? 121x*—256y".

223. 289m*—324n? 361—144p*.
Calcular: :

224. 34*—16*=(34+16) (34—16) =

225. 65*—35° 77*—23? 82'—18*

226. 58>—42* 97*—63* 76?—342,

30. Ecuaciones con paréntesis.
a) (8x48) (x—2)=(x+4) (3x—7).

Se resuelven los paréntesis:
3x2+2x—16 = 3x*+ 5x—28.

Ordenando la ecuacién resulta:

De donde: 3x=12
x=4
b) ala—=x) =b(b—x).

Se resuelven los paréntesis:
2 I B
: —ax =b?—bx
Se ordena: & b*—b
ax—bx =a’—b?

Se saca z factor comun en el primer miembro

y se convierte en producto el segundo:

(a—b)x=(a+b) (a—b).
Se dividen los dos miembros por a—bh:
x=a-+b.
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. 4(3x—5)+3=19.
9(9x—8)—1=8.

5(13x—>51) =70.

2x(5x—3) = 10x*—48.

3x(4x—5) =12x*+75.

2(x+5) +3(x—7) =29.
7(3x+2)—6(2x+8) =11.

- 3(x+8) =60—4(x—bH).

4(x+3)—11 (x—T7)=4(5x+2).

. (x+1)a+5a(x—1) =6b—4a.

. 5(x—a)—38(x+2b) =4(a—b)—7(x—b).
. (a—b)x+c(x—1) =a—bx.

. a(x—b)+b(x—a) =a-+b—2ab.

x(a+b) +a(x+b)—b(x+a)—8ab=0.
(x+5) (x—8) = (x—8) (x+1).

(6x+5) (x—1)=(2x—3) (8x+5).
(4x+5) (10x—3) = (5x—4) (8x+5).

. (x—8) (x—7) = (x—9) (x—5).

. (3x—5) (x—2)=(3x+1) (x—1).

. (4x+5) (9x—4)—(12x—T7) (8x+4) =6.
L 2(x+2) (x+5)=2x+7) (x+3).

. 2(8x+5) (x—3)=3(x—1) (2x—1).

. (12x+5) (x—1)—2(3x—-4) (2x+1)=0.
. (12x+5) (3x—5) = (6x+10) (6x—10)—15.
. (5x+3) (5x—3) +88x=(5x+7) (5x+8).
. Ax(5—16x) +(8x+9) (8x—9)=5x+9.

. B(2x7—5) +(7+4x) (7—4x) =6x—15.

. (12x+7) (3x—5)—53x+11) (bx—11)=
122-43x.

e e

29. (8x+7)(8x—17)—(16x—0b)(4x+3) = 86—
~=~14x.

30. .(14x+15)- (14x—15) = (14x—5)*+30.

31. (3+4x)*+(443x) = (5+5x)".

32, (4x—11)2(3x-+23)*= (5x+10)%.

33, (12x—14)*+ (5x—11)* = (13x—17)",

34, (5x+3)*+(8x+15) (3x—16) = (7x—8)".

35. (6x+5)—4(5x—10) = (6x+10) (6x—10)+
+5.

36. 2(x—4)*—(x—2)*= (x—8)*.

37. (x+a) (x—b)—x(x+a)=0.

38. (2x+b) (x—a)—(x+b) (x+a)=x(x—a).

39. x(x+a)=(x—a)’.

40. (x+a)*—(x—b)*=2a(a+b).

Problemas.

1. Si a cierto ndmero se agrega 180, resulta 7
veces el exceso del mismo niimero sobre 60. ;jCuél
es el nimero? |

2. Cierto ntmero aumentado en 3, multipli-
cado por s{ mismo, es igual a su cuadrado mds
24, (Cudl es el nimero?

3. El producto de dos nidmeros, que se dife-
rencian en 6, tiene 54 unidades més que el cua-
drado del menor, jCudles son los ndmeros?

4. La suma de tres nurneros consecutivos es
75. jCudles son?

5, La edad actual de un padre es cuatro veces
la de su hijo. Hace 3 anos era el quintuplo. (Cudl
es la edad de cada uno? '



6. Si un nimero aumentado en 12 se multi-
plice por el mismo ndmero disminuido en 5
resulta el cuadrado del mimero mds 31. ;Cusl es |

el niimero?

7. La suma de la edad de una madre con las
edades de sus dos hijas es 55 afios. La edad de
la madre es el doble de la edad de la hija mayor
y la suma de las edades de las dos hermanas es |

25 anos. Calcular las edades.

8. ;Cuéntos litros a E° 0,60 el litro, habrd que &
mezclar con 180 litros a E° 0,75, cada uno, para

que el litro de la mezcla valga E° 0,70?

9. En un gallinero hay conejos y gallinas. |

¢Cuédntos animales de cada especie hay, si juntos
tienen 35 cabezas y 98 patas?

10. Si al cuadrado de un pimero entero se
agrega 17, se obtiene el cuadrado del nimero
entero que sigue. jCudl es el niimero?

11. Cuatro rollos de alambre de la misma
longitud han costado E° 1,92. Al venderlosa E°0,03 |

el metro, se ganan E° 0,96. jCudl es la longitud
de cada rollo?

12. En un taller trabajan un maestro jefe, 4
obreros y 2 aprendices. Estas personas ganan en
suma E° 12,90 diarios. El jefe gana E° 0,90 m4s
que cada obrero y cada obrero E° 1,35 mds que
un aprendiz. ;Cuénto gana cada uno por dfa?

13. La cifra de las decenas de un nimero de
dos cifras es igual al doble de la cifra de las uni-
dades. Invirtiendo el orden de las cifras, resulta
un nimero que tiene 27 unidades menos que el
primero. ;Cuél es el nimero?

14. La suma de las dos cifras de un nimero es
12. Restando 18 del nimero, resulta otro nimero
de dos cifras que se escribe con las mismas cifras
en orden inverso. ;Cudl es el niimero?

15. La suma de las tres cifras de un namero es
12. La cifra de las centenas es la mitad de las
decenas y la cifra de las unidades es igual a la
suma de las otras dos. ;Cudl es el mimero?

16. Encontrar tres niimeros relacionados por
las siguientes condiciones: la suma del duplo del
primero mds el segundo es igual a 75; la suma del
duplo del segundo m4ds el tercero es igual a 65,
y la suma del duplo del tercero més el primero
es 59.

17. Varias personas deben reunir cierta suma
de dinero; si cada wna aporta E° 24, faltan E° 10,
y si dan E° 25, sobran E° 5. ;Cuédl es el nimero
de personas y la suma de dinero?

18. Una persona quiere comprar vino. A. le
ofrece 70 1 y B. 90 1. Si acepta la oferta de A.,
le sobran E° 1,20 del dinero que tiene para este
negocio, y si acepta la de B., le faltan E° 0,10.
(Cudl es el dinero que tenfa presupuestado, si A.
pide E° ¢,01 mds por el litro que B.?

19. Hace 8 anos la edad de un padre era 8
veces la edad de su hijo; y 16 anos después de
la edad actual, la edad del padre serd el doble
de la del hijo. ;Cudl es la edad del padre y la del
hijo?

20. Un padre tiene 40 afics y su hijo 16.
(Cudndo la edad del padre es triple de la del
hijo? (Discusion).
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21. Un mensajero parte con una velocidad de

8 km por hora; después de haber recorrido 24 km
vuelve al punto de partida y parte de nuevo con
una velocidad de 12 km por hors, para legar a
su destino a la hora fijada. jCudl es la distancia
recorrida?

22. La suma de dos nimeros es 17 y la dife-
rencia de sus cuadrados 221. ;Cusles son los ni-
meros?

23. ;Qué nimero debe restarse de cada factor
del producto 30 . 147 y agregarse a 14 < 62, para
que los dos productos sean iguales?

24. Un comerciante vendi6 cierta clase de gé-
nero a E° 12 el metro y gané E° 72 en la venta
de toda la pieza. Si hubiera vendido a E° 9 el
. metro, habrfa perdido E° 3fi. ;Cuéntos metros

tenfa la pleza?
~25. A, v B. jugaban en juego de azar. Al
prineipic del juego A. tenfa F° 54 v B. 47. Des-
pués de algunos juegos, A. tenfa E° 5 mds que el

duplo de lo que le quedaba a B. ;Cudntos escudos |

gand A.?

CAPITULO IV.
Division.

31. Definici6bn.—Los dos problemas siguien-
tes explican la doble definicién de la divisi6n:

1.° 8 metros de género valen E° 9,60. ;Cudnto
vale un metro?

Un metro vale la octava parte de E° 9,60 y se
escribe E° 960 : 8 = E° 1,20.

2.° ;Cudntos metros de género se pueden com-
prar con E° 9,60, a E° 1,20 el metro?

Se podrdn comprar tantos meltros cudntas veces
esién contenidos E° 1,20 en E° 9,60, lo que se
escribe E° 9,60 : E° 1,20 = 8.

El primero de los niimeros se llama dividendo,
el segundo divisor y el resultado cuociente.

En el primer problema, la divisién es una
pariicién. Si el dividendo es un ntimero concreto,
el cuociente tiene la misma denominacién del
dividendo y el divisor es un ntimero abstracto.

En el segundo problema, la divisién es una
medicién, por cuanto se trata de averiguar las
veces que un nimero estd contenido en otro. En
este ecaso, el cuociente es siempre un nlmero
abstracto y el dividendo y divisor dos ntimeros
homogéneos. :




Segiin esto, el ejemplo:

a:b=c

significa que ¢ es la b ava parie de a o que b esui

contenido ¢ veces en a.

En sentido més general, la division tiene por =
objeto buscar un mimero, el cuociente, que multi-
plicado por un mimero conocido, el divisor, sea |

tgual a otro mimero dado, el dividendo.

Segtin esta definicién, la division es la opera-
ci6n inversa de la multiplicacion; se conoce el pro- =
ducto (dividendo) y uno de los factores (divisor) y =

se busca el otro factor (cuociente). (Ejercicios 1
a 10). ' :

32. Consecuencias de la definicion de i

divisién.

1.* El dividendo, si es miltiplo del divisor, es

- dgual al producto del cuoctente por el dwisor.

24 :6=4; luego 24=4.6
a:b=c; luegp a=bc

2.* El dividendo, si no es miltiplo del divisor,

es igual al producto del cuociente por el divisor,

mds el resto,

23 :9=2 y sobran 5; luego 23=2 . 9+5.

A b=c+ifg’£

e

c es la parte entera del cuociente y -g'-_-_gtﬁes el

cuociente del resto por el divisor. Multiplicando

el cuociente por el divisur resulta:

a—be
b

b. ( e ) =be+a—be=a.

Como el cuociente a : b se puede escribir en la
a. ; ; ; ol bkl
forma il decimos que un cuociente se identifica

con una fraceibn, cuyo numerador es el dividen-
do y su denominador el divisor.
S .
La fraccién & expresa la sexta parte de 5 en-
teros. :
3.* Si en el cuociente
72 :12=6

se multiplica el dividendo por 2, resulta:
144 : 12=12. '
Dividiendo en el mismo ejemplo, el dividendo
por 2 resulta:
36 :12=3.
Ahora, multiplicando el divisor por 2, sin va-
riar el dividendo, resulta: ;
72 :24=3.
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Dividiendo el divisor por 2, resulta:
72 : 6=13. '

De donde se deduce que:

Si se hace mayor o menor el dividendo cierto

maimero de veces, permaneciendo invariable el div-
sor, el cuociente se hace mojjor o menor el mismo

nimero de veces, y st se hace mayor o menor el 8
divisor cierfo niumero de veces, permaneciendo tn-

variable el dividendo, el cuocienle se hace menor
o mayor el mismo mimero de veces.

Un cuociente o una fraccion es, por tanto,
una funcién de cada uno de sus términos.

4.* Sea 18 el dividendo ¥ 6 el divisqr, se pue- |

de anotar:

18

& =8, porque 3 L 6=18

%‘—8 ~ 3 porque (=9) G- 18

_—%% =-—3, porque (—3) . (—6)=18

}és=3-, porque 3 . (—6)=—18.

— 79 —
De donde resulta la regla:

El cuociente de dos términos de igual signo es
positivo v el cuoctente de dos lérminos de distinto
signo es negatwo (Ejercicios 11 a 15).

33 —Dividir potencias de igual base.

Como a'.a'=a’, il (N.° 20)

§¢ sigue que:
al tat=g : (N.o 31).
Del mismo mode, de
g _a}'=a1+y
resulta que;
a.x+y' b axz a:v'
El expounente del- cuociente es igual al expo-

nente del dividendo menos el exponente del
divisor. 0

En general a® : a®=a"""; luego

Para dwidir polencias de igual base se eleva la
lase a la diferencia de los exponentes. (Ejercicios
16 a 19). '

34.~—-D'iv.idir un producto por un monomio.
24a 8=2—4 . a=3a,
8 4
porque 3a .8 =24a: luego



R m e
Para dividir un producto basta dividir uno de los
factores y multiplicar el resultade por el producto
de los demds faclores.
Corolario. Un producto de dos factores dividido

por uno de ellos es igual al otro factor. (Ejercicios .

20 a 35).

35. Dividir por un producto.

Ejemplo: 252 : 36; 36=9 . 4
252 1 36=(252 1 9) : 4
28 : 4
7

It

Prueba: 7 . 36=252; luego

Para dividir por un producto se divide sucesi-
vamente por cada uno de sus factores. (Ejercicios
36a4l). _

36. Multiplicar una fraccién por un na-
mero entero. =

e N ol
Ejemplos: 1) g 4; 2) 12 4.
Segtin ntimero 32, 3.*, se tiene:

5 .20 -2 1 %2
1)@— : 4—~§-—2§, 2) e 4= 3 33 ; luego

~- 8] —

Para multiplicar una fraccidon por un mimero
entero, se multiplica el numerador o se divide el
denominador por el entero.

iCusl de los dos procedimientos es aplicable
siempre? En caso de poder aplicarse los dos pro-
cedimientos, jeudl es preferible? (Ejercicios 42
o 80).

37. Dividir una fraccién por un nGmero
entero,

Ejemplos; 1) % 14 2)

|
8

Segin nimero 32, 3.%, se tiene:

T 7

) gid= 0t 2) %:4=%;1u88°

Para dividir una fraccién por un nimero entero,
se multiplica el denominador o se divide el nume-
rador por el entero.

Contestar las mismas preguntas del nGmero
anterior. (Ejercicios 51 a 56). :

38. Simplificar y amplificar una fraccién,

Sien }f = 3 se multiplican los dos términos

2t _ g

por 2, resulta g




g S

Si ahora se dividen los dos términos. por 2

.resu] ta: —g—- = 3.

En ambos casos el resultado permanece inva-

riable; luego

Una fraccion no cambia de valor cuando se mul- |

tiplican o se dividen sus dos lérminos por un mis-
mo numero.

En el primer caso la fraceién se amplifica y en
el segundo se simplifica. (Ejercicios 57 a 74).

39. Sumar y restar fracciones:

Los sumandos deben ser homogéneos, lo mismo

que el minuendo y el sustraendo. Por esta razén,
para sumar y para restar fracciones, es nece-
sario que tengan el mismo denominador, porque
este término expresa la denominacién de una
fraccién.

Xl denominador comiun debe ser el minimo
comun multiplo de los denominadores. Como el
denominador comun es diuvisible por cada deno-
minador de las fracciones que se suman o se
restan, es también divisible por cada factor de
estos denominadores. Se compone, por esto, del
producto de todos los factores primos distintos
de los denominadores y afectados del mayor
exponente. i

De aqui se deduce que para buscar el denomi-
nador comin, hay que descomponer cada deno-
minador en sus factores primos, para suprimir
los factores que lo sean de otros denominadores
de las fracciones y formar el producto de los
factores que resultan primos entre sf.

- g8 —

Reducidas las fracciones a un comin denomi-
nador, se suman o se restan los numeradores,
-colocando al resultado el denominador comiin.

3a+2b , a—7b 7a—>5b
B +

(M. C. M.

Ejemplo: TE i

18a+12b+4a—28b—21a+15b _ a—b
36 36

(Ejercicios 75 a 96).

40. Multiplicar una fraccién por otra,

R

9 _ 3 3
.;‘,-—-1—.5.

! A
En general e b d’ luego

Pura multiplicar una fraccién por ofra se dwide
el producto de los numeradores por el producto de
los denominadores.

Observacién. Antes de formar estos produc-
tos conviene hacer todas las simplificaciones po-
sibles. (Ejercicios 97 a 107).
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41. Dividir una fraccién por otra.

g— ; %— Dividiendo por 3 se tiene:
g3 (N.* 37); pero al suprimir el denominador 7,

el resultado es 7 veces menor que el pedido
(N.® 32, 3.%). Para tener el resultado que se @

‘busca hay que multiplicar por 7 y se tiene:

5ip 8

S T I

B el e
En general i luezo

Para dividir por una fraccion, se nwultiplica
_dividendo por la fraccion dwiser inverfida o por
valor reciproco de la fraccion divisor.

El valor reciproco de un numero se obtiene
dividiendo la unidad por este niimero. El valor

1 k] #
reciproco de a. es 1 :a = e valor reciproco
de & es1 s 2= b (Kjercicios 108 a 118).

b b a il !

42. Dividir un polinomioc por un monomio.

a

d i

(a—b-+e) : d =

oo

, puesto que

—_— R —
(N?32,1.9

(% —“% & %) d;aﬂb+c; luego

Para dividir un polinomio por un monomio, Se

divide cada término del polinomio por el monomio.
(Ejercicios 119 a 130).

43. Dividir un polinomio por otro.

Como la divisién es Ja operacién inversa de la
multiplicacién, vamos a derivar de la multipli-
eacién de un polinomio por otro el procedimiento
para dividir un polinomio por otro.

Multiplicando: 8a’—bab +4b?
Multiplicador: 3a—8b

Producto por 3a: 24a1-—15a%b +12ab?
Producto por —8b: —642a%h +40ab*—32b?

Producto total: 24a1-—79a’b + 52ab*—32b?
Vamos ahora, a dividir el producto obtenido
por el pohnomio 8a°—5ab+4b?.

(24a°—79a’b+52ab?—32b") : (Ba*—5ab +4b?) =
: 3a—S8b

2dar—1 .5ab2 +12ah?
—64a?h +40ab>—32b?
~~H4a?t; +40ab?>—32b?




S

En primer lugar hay que ordenar los dos
polinomios. En el ejemplo estdn ordenados scgin i
poten-ias decrecientes de ¢. Iis evidente que el |
primer término del dividendo os el producto del |
primer término del divisor por el primer término i
del factor que se busca; luego, para obtener el
primer término del cuociente se divide 24a* por |
8a? y resulta 3a. El produsto de 3a por el divisor |
s 24a>—15a'h+12ab®; restando este producte
del dividendo, resulta —64a’b+40ab’—326% que |
debe ser el producto del divisor por el segundy |
término del cuociente. Para enconirar este se-
gundo término del cuociente basta dividir —64a b
por 8a? y se obtiene —8b. Kl producto de —8b por
el divisor es igual al segundo dividendo parcisl; |
el resto es cero.

El edleulo, como se puede observar en el desa-
rrollo, es anslogo a la division aritmética. (Ejer- &
cieios 131 8 192). L

Ejercicios

1. We7s 215 2. 48m :16. 1. 64lg:d.

4 Rv52 :Fes 13. 5. 60m :12n. 6, 84 kg : Tke.

7. =1 el divisor es 9 y el cuociente es Ee° 18,
seudl es el dividendo?

8. Si el divisor es 24m y el cuociente es 5,
joudl es el dividendo? y

9, Si el divisor es Hab y el cuociente 19a,
ccudl es el dividendo? - '

10. Si el divisor es 15, el cuncente 6 kg y el
resto es 8 kg, jcudl es el dividendo? '

ni.
12.

13.

14.

5.

16.
17,
18.

19.

20.
21.
22
23.
24.
25.
26.
27,

A s

(415) ¢ (+83); (—b2) 1 4; 84 :(—T).
(—96) : (—8); (—240) : (—16);

(=120) 2 Colo)icn: |

8 :(—9); 19 : (- 50); (- 13) £ (—09).

e
—24 15 — 14
T e e
—y b —b
a¢ a8 ¥3e 4 xi3 y’ ¥y
pn .p c11-|+1 . q m.n--l m
g% a’ .yn+1 Al z2n+ 3 zs'
a: b7 ¢ d!
a’ b? c? de
18a : 6. 2Rl 15¢ e,

111a : 37; 115b : (—23); (—152) : (-—19).
5(a-+b) : (a+b); 7 (x—y) : (k)
(ax—bx) : (a—b) =x (a—b) : (a—b)=x.

(am —i—:m)l c(a+1); {ap—bp) : (a—b).
(60+4p) : (15+p); (14x—21y) @ (2x—3y).

(%) : (x—1); (p—a) 1 (p—a).
(49x*—25y%) : (Tx-+58y).



29.
30.
31.
33
34.

35.‘.

36.

37

38.
39.
40.
41.

42

43,

44.

45r

. (482 +20a+25) : (28-4+5).

(x2—11x+24) : (x—3).

.. Multiplicar %—; por 2, 3, 4, 6, 12:

"B”'b’ Bb i 3b)’6

Tt

(9x*—48x +64) : (3x—8).

(21xy +35x+12y +20) : (7Tx+4).
(32pq—56p—12q-+21) : (8p—3).
(2*—10%x+16) : (x—8).

(¢ +11x+28) : (x+4).
(x*—T7x—60) : €x+5).

18 abe : 9ab;

48h*x 16bxs 102a*x : 17a.

Ixly . 18xy, 10abe : babc?.
(—140x2)  : 35x. 120ab® : (—24ab). &
(—105ab?) : (—21a%b). / ]

(—95athic?) : (—I19abe).

Multiplicar % por 7, 11, 13.
At , 18b
._b_ L 3_, T’S"B— - 3, bb
4a —5b

» (—2xy).

(12a . 13b) : 4b. ¢

\ 47,

— 89 —
% - o ¥ XTI - G Ay
_50 7 11b?
36a7b +3§” % ) 18ab.
® (8 + e xz ) 24xy
5 1 -_:_3..8‘ i
49. (éi“" ot o o 4x’) . 12x.
ol (i e +%) . XYz,

51.

52.

53.

Dividir ~73 por 2,8, 4, 6, 8, 12

Dividir % por 3, 4, 8,9, 12.

B e adn 18 4ab 2 '2a




S
gy oAc 18ab . 36xyz
54. 35 1 3c; -g-cf-ﬁab -.-5p§z
55, 200 150y 02

b-+x

17(a*—5a+6)

56— Gl
136 (x*+x—12)
e e
Simplificar
57 12 24 48 15
iy 36 60 100°
: ab X 2 8
58. 0 - ~ =
489, 25a'b
% 72ab ﬁabz
60 Slatb) da +4b
il Ul ob
61. XXy _8xHTy

i 12xy.

(?r—~33)

—_—1 —

62 x'—16 9x*+30x+256  x*—25
7" x2+8x+16° 6x+10 ' x*4x—20°
63. 4y‘-—4y s x+6x+8 x*+4x—12
i 6y—--3 ’ X*+7x+12’ x*+48x+12
64. 'C‘onvertlr 8,60 avos las fracciones:
a0 4 2 o
Fia e BB B 20
65. Convertir 7 al denomma_dor 2la y T5x
al denominador 90x’.

onverti .._5 al | ni 2.0
66. Convertir 5 T3 al denominador 4a*—9 y

5x +4y
Sx—4y

- al denominador 255:’—46_3('.

3 al denominador x*+5x—24.

+
67. Convertir > Jhg

68. Reducir & un comiin denominador las
fracciones:

yi o ‘ 9
Bl 12’ 16" 24




—ng L
. B 8 13 11 4L Bk S
b 12 Gr g g . R, iy A
a1 2 3 x—1 ' x+l1
ba, 3b { 3 atl X
C) ) Ao5) ....1.:.*;'_. Sl ] Ll 1 Yl
3xy 4x*y’ 6xy? 73. X428 IRy S
e f ol o L e
) x+y’ x—y/ Xyt 4 :5—-’;’ x+"’;’ xR r"@f
3x 5% 4 T
e) Sy v g s Sumar y simplificar
| gy 2 divas UL bail g e
ey 9’ 3 3l ) e

Transforrpa;r las siguientes fracciones compues-
tas cn fracciones simples y simplificar (1): {
76 x+y Xy a+b a—b

© 5—% (5—32) . 3 15—2 13
: I o )
| | . 77. -a.-;fb i oa;—:_b o 7a3a4b_
R O o i o ; |
e S i 7. 58" _ a'—20ab—25b?
© 2a-18b 2a-+5b i
T g s 3 5 3 X y
| B it e g g
(1) Fraccién compuesia es la gue contiene fracciones en uno o en |
sus dos términos, y simple la que contiene expresiones enteras en sus | 3 - b 1 1
doa términos. Una fraccién compuesta se reduce a simple amplifi- 80 Svicke (4 s + — A
céndola por el minimo comdn mdltiplo de los denominadores de las | £ gl X 2%’ a a?

fracciones simples que contenga.




B, “ e i — 895 —
3a—2b a—b , 4a—7b " 1 2 3
81, oA b Ly o _
e 8 g N T i T ns
' 9 7. 8 7% oxf e e -
82 =, T - BxHd 3x=2 I x1ox 16"
- 20 712 1 1 18y R x—2  x—3  x*—5x+6
2 &—06b 2b—a b—lla . :
ives T e i Sy 92. 3_+%, a+%, xf%~;_
.8 2 1 .
M a—2 3a—6 438 93, 3. L' a-___b_:’ o
: a 3 5
5p¥~—?q 6p—9q i
A e ) ol v
6p—6a  8p—8q AR N e e
_ X 2 )
1 , x+1  x-2 _
'86_' 3x+6 i 5x+10  2x+4 5.\l a 1 LB
e a—b' a—b a+b '
b 2ab
; 7. _a : o Gl o e 5
i oy ey 06, oyt Bag o
; 5 : 2x—y
gg, X—0x+8  x—3
T —S8x+16 x4 . :
A Multiplicar y simplificar
g0 el il o W S
iR ek Bl Gadkd a'+8a+15 | B s T e




98.

100.

101.

102.

103.

104.

105,

4.3 % S0 b
9 8’ 10° 67 b 8

T Bax  Saxt 3aly
ax® " 14by’ gb'y* ' 4bx

1 a0 Ky o X
x+y " x—y’ 3xt . xty

16—9b?

ox
IX D 25/ " 21y "

42 —12a+9 4+3b  3a%®' 8%’ i
" 2a—3' 4x%y*  9a°b* |

166.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

x47x+10  x*—4x—2] © x*4+3x—+4
x*+2x—3 ° x*+40x+20° x*—5x—I14"

36x*+60x+25 al+11a+30 (a—5) (6x—35)

a’*—25 = 36x*—25 "(6x+5) (a-+6)

Dividir y simplificar:

s 4 8 124 36
4o 5 15 25" 35
LA e P
X g x: b ._x, q 5 S'
ax  3ab 3ax  9xy

by 'xy' . 5b ' 25ab’

B Ll Dk eky)? sy
2—2 " x—1' =y Gyt
Bt a’—b® | a+tb
g atR xX-—y? x4y
g_*_j—vh?-i—cz+2&b+2ac+2bc- . atb+te
¥ty -t +oxy—2xe—2vr " xty—z



114.

115.

116.

117.

118.

119.
120,
121.
122.
123.
124.

125.

i o e
RS 3b : s 12xy : 4
3x(p + q) : 9(p+q). atdb ab+5b

o+b) : (L + 1) 2y

b/ Txy

(1)

(4a+4b) :

(—‘4-’p'+2pq) (-*2p), (12x’y—~9xy') (~3xy)

(15a—6b+3¢) @ (—38).

x ' aitBab © a'+6ab

( 1 +2)

(a?—ab) :

(62m®n*—26m’n +91mn*) : 13mn.

(a+b) : ¢;
(24x%y*z' —60xy'z* +48x'y'2’)

li‘?..‘__i) idxy
9y oyt eyt

(a’+b*) : ab.
: 12xyrz?,

126.

127.

128.

129.

130.

131.
132.
133.
134.
135.
136.
137.
138.
139.
140.
141.
142.

i 98 =

( o gab +80) : %—s

-5&’ 253

24 36 72)

Dl e
(7( axy — ¢ bxy + 15 cx_y) : 59X

(22 abx —3 3 bey + 335d) : 2

3

(.1 i Yy 1
(1 Lab—l_—ax—3-§gcy) . (_2 _é__a) {

Dividir los polinomios
(72x-+56y) : (Ox+Ty).
(56a’~—42§.b) (8a——6b).

(84x*y* +63xy") : U2xy+ 9y).
(x*—x—42) . (e—T)t

(30x* +53x+21) : (5% =3
(27x0—51xy +20y%) : (Bx—4y).
(63p* +110pq +48¢°) (1p+6q).
(21x—34x*y +25y B (Tx+BY):

(2x* +3xty—3xy’ wa‘) (2x+y).
(15ax—20bx +3ay—4by (3a—4b).
(a*+2a’b—0b?) : (& +b).

(3x—x*+20 +6x¢ L o5t ¢ (4-4+3X),

—




S ——

— 100 —
143. (38ab*+-29a’b+6a:+35b%) : (2a-+7h). F
144. (72 +174a*+48a2+199a) : (154+8+6a?).
145. (40x*y-16x*+74xy—45xy*-63y*) : (8x-9y). |
146. (x*—y") : (x+y). 147. (a®—D°) : (a—b). &
148. (x*+¥%) : (x+y).
1 _1 ) 5 1 1
149. (‘3—8-"‘{"-33*—-— Z‘) ("2”8"—‘—4')
I S e R
150. (4.3 gh + 3bc 16c) :
1 gt
("2"‘ gl z")-.
1 ! 1 2 3
151. (5_~3—x’ +2xy — 4> yf) :(-g*x -I—-Zy).
d 2 z) .'(§ gy
152. (2_4 a’ 8_a.b+63b ‘\g® Gb)‘
44. Ecuaciones con fracciones.

ox+1  G—x | x—1 8-—3x

25 10 5 20 °

Hay que trﬁ.n_sformar la ecuaci6én ‘en otra que
no tenga denominadores. Con este objeto, se mul-

tiplican todos los ‘términos de la ecuacién por el |

minimo comun wmiltiplo de los denominadores.
M. C. M. = 100.

0]

Haciendo a la vez las simplificaciones, el
cdleulo se reduce a dividir el minimo comin
myltiplo de los denominadores por cada deno-
minador y multiplicar el cuociente por el nume-
rador respectivo y se obtiene:

4(6x +4)—10(6—x) = 20(x—1)—5(8—3x).

Resolviendo los paréntesis, se tiene:
24x+16—60+10x =20x—20—40+15x (1).

De donde resulta:

1. 2-3 %x=5 +x=1.
2. E41=2  Fg-6  gx3-7
3. 20 7-=% 2o1
g a e Gt Ly =8

X X 3
5 _-;—x+—;—;-x=5 %x——-é— +-g-xa3
6. Sxtz=Zxt1  F46-—E-Tyg

(1) Esta ecuacién se obtiene directamente de la propuesta,
syjecsitando inmedistamente 1a multiplicacidn.



SRl e | v 2

: TH AT T B e e _2_
g e e

3

i 3 1
-8 et bl B

_2'.

Biyal g1 7 3
9.- 1—6' + 3—8"X'—4 X 53 12.

&0 12
1 :

Bk gl g
10. 2.—_§x—— X + Ex——2§x + 15 L 6=0,

X

3 L gl
11. 3 s 2X=x+19 — 1—6-.x i 3%+

+‘;—_x-—-g—x.
12. 2%_385(-'_4%“%2%%;1’:
13. 3_.1%‘%3.’5 L 2_32—1_:5
14.. %é_&%+5%@=-3;5x
15. 2—’-‘%"_7._?’_?‘_8_‘_5_3“;7!_'_1?69::_'_621‘

3
o

16.

i7.

18.

19.

29.

21.

x4a x4 1 x4l el
A g e
oy
i
x+5 , 4x—1
—rah g
3x—5 2x—1 -, x+3 _ 5x—1
- ____1_-...3 +.4 g
gp 80 x 1 Tox 4 %0 8x 5
5. 4 3 3 10
2@x—5)  3(4x—5) 6x—T) _ .
i %
15 7 a1
el b0 20
15 3 8/ Kl
x+56  2(5x—3)
15 B
B3 2 eqay Y
e 4 gx
| L@ td)
= 91t

51 BRI
() 88 e o]

{l).Simp]ificm‘ primero las fracciones nims, 23 a 27,




R — 105 -—

24. 72 (x—2) T (x—1) iii (x—4). 34, i L
x*—11x4+30 2x—7
g e e
e f ) R L i) 9x—6
s 3(x*+x-—12)  2(2—x
2, o= =6X) g
e i s 31x=9) 266
97, 2X—b6x—12 3x+4 _ 6(x—32) T 20x—45  4x—9
i 2x-+3 7 e | -
; - : X . 2x+3 , 3x+2. 4&x+1
_ x+1  4x—5 _ x+5 _ 2x+9 37, Sl e
8. (1) = : e i %2 3x—8 ' 4x—4 5x5
29. 2x+5  3(x+2) 2x—7 . _1'4—jx. 5 8x—=8 1 6x—1
3 5 15 = 4x—9 % e kR 9 1005
2x—3 | 4x+3 _ 16x—15 , x+3
SpE e T e e s0, BxE3 Ax+9
MR8 ol T
s, ST Tabx G2 L, Gx T i
ey F R 18
_ ' 2 5,6 i R
o 12 7 4 1 Wide s i T

5(x+3) 10 ~ 3(x+3) 30

- 5 3 4 7 Beblogd ol o
Sy U ey 3= - = 41. + — ]
i 2@x—1) 3ex—1) T3 3(2x—1) t g x—1 ' x+1 7 x—1
| ' ' 4 44 Bxl
(1) Reunir pri mente na fraccién los términes en log x+7__1= ol g
cuales no ﬁg!::a gﬁlmﬁomga;(:: e?:::;cio'a ;; a 31. e 42. 2x—3 4x*—9 4x 46




=== 106 —;‘
5x x—17

el - ; b Y o s B
x+1 x4+ 2x+1 5. 53, _x__}i_ Al G 7 o e S -_. 2.
. 8x G e ' S . b I S
L e Boohnta

il e 1 7a—bx  bb—ex 1le—ax _
15. xth % 1. B 5% = 0

x4 x—3  x—Tx+12 W

46- o -X"'"3 = 2

x—8 1:1+-3-b A 38--—13‘)-

4. — 1 - = 3 48. - 2 - = 2}, 58. S 6b
i e el g
i . b A
i L 5. ¥E &b wED
e 50.3+ﬂg=l+l_ b
3x . 5x g e e (x—b) = a.
i e o, B2 9‘@_—5‘—*‘) Hira
n B BTk | -
Gty b—x , t—X _ a(c—2x)
2 .IL e _}:' E 62. E:F;( +a;——"_')"‘ R a,___x_; .
o 1+ = 2
52 _ 2= | _
Ll g e G Sm) 20y




R e
Problemas.

1. (Qué nimero sumado con % &s §?

3%??. JDe qué nimero se resta 2% para obtener

3. ;Qué ntimero multiplicado por ¢ da % como

producto?

4. ;Por qué ntmero hay que dividir § para
obtener $? : =
5. jDe qué nimero hay que restar 5} para
obtener la sexta parte de ese ntimero? :

6. }Qué ntmero sumado con sus con sug
£ es 3187 e

7. La diferencia entre los y los % de un
nimero es 6. ;Cudl es el .nﬁmﬁ?o? i
$ 8. La diferencia entre un ntimero y sus yy €8
igual a los  del nimero menos 10. ;Cudl es
el nimero? '

9. El producto de un ntmero por 4% excede
a 200 en tantas unidades como faltan al ntimera
para completar 200. ;Cuél es. el nimero?

10. Una persona invierte los £ de su dinero

v le sobra la tercera parte menos E° 10. ;Cudnto
dinero tenfa?

11. Un deudor paga  de una deuda y queda
debiendo los £; mds E° 450. ;Cuél era la deuda?

12. Si me adivinas cudntas nueces tengo, dijo
un nifio a otro, te regalo la cuarta parte menos
2 nueces o, lo que es lo mismo, la sexta parte
més una nuez. ;jCuédntas nueces tenfa?
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13. En un ataque del enemigo, la mitad de
los soldados de una patrulla cay6 prisionera, la
6.* parte quedé herida, la 8.* parte murié y
salvaron 25 soldados. jDe cudntos soldados se
componia la patrulla?

14. Si a un-ndmero se suma 5, se multiplica
la suma por 3, se resta 6 del producto y se divide
la diferencia por 7, se obtiene un nimero que
tiene 5 unidades menos que el nimero. ;Cudl es
el nimero? T :

15. Cierto ntimero de personas deben pagar
uns cuenta en partes iguales. Si cada una paga
E° 4,35, faltan E° 0,20 y si paga E° 4,40, sobran
Fe 0,20. JA cuénto ascendia la cuenta y cuéntas
personas eran? _

16. El valor de una fraccién es §. Agregando
3 al numerador y restando 3 del denominador,
el valor de la fraccién se convierte en . (Cudl
es la fraccién? _

17. ;Qué numero hay que agregar a los tér-
minos de la fraccibn 43 para que valga 37

18. A las 6 A. M. parte un mensajero desde
un lugar A, recorriendo un km en 12 minutos.
A las 103 A. M. se envia otro mensajero que
recorre un kilémetro en 3 minutos para alcanzar
al primero. jA qué distancia y a qué hora el
segundo mensajero alcanzard al primero?

19. De un campamento A se envia una pa-
trulla montada hacia un pueblo B, con la orden
de recorrer 93 km por hora. Hora y media des-
pués se despacha otra patrulla que, para alcan-
zar a la primers debe recorrer 12+% km por
hora. ;Cuéntas horas después de la partida de
la primera patrulla se retinen las dos patrullas y
a qué distancia de A? i
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20. Un obrero puede hacer un trabajo en 12
dfas y otro en 15 dias de nueve horas de trabajo.
¢En qué tiempo hacen el trabajo los dos juntos? =

21. Un depésito de agua puede llenarse por
una llave en 3 horas y por otra en 4 horas; pero
una tercera llave puede vaciarlo en 6 horas. ;En |
qué tiempo se llenard el depésito abriendo las

tres llaves a la vez?

22. La edad de un padre es 29 afios, que equi-
vale & 3% veces la edad de su hijo menos un S

afio. ;Cusl es la edad del hijo?

23. Calcular la edad de dos personas, sabiendo
que hace 8 afios la edad de la primera era el
doble de la edad de la segunda y que 12 afos |
después de la edad aetual, la edad de la segunda

serd § de la edad de la primers.

24. La suma de dos ntmeros es 200. Divi- |

diendo el primero por 16 y el segundo por 10,
la diferencia de los cuocientes es 6. jCudles son
los niimeros?

25. Un mensajero debe recorrer cierta distan-

cia con una velocidad de 12 km por hora; pero la §

ha recorride con una velocidad de 8 km por hora
¥ por esto ha llegado a su destino eon dos horas
de atraso. ;Cudl es la distancia?

26. Dos moéviles A y B se mueven en una
misma cireunferencia y en una misma direccion.
A recorre 15 m en 4 segundos y B 10 metros
en 3 segundos, Se juntan por primera vez 12
segundos y por segunda vez 72 segundos des-
pués de prineipiar el movimiento. ;Cudl es su
distancia al principio del movimiento y cuél es
la longitud de la circunferencia?
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27. Un remero demora un minuto en recorrer
50 m en la direccion de las aguas de un rio y 20
m en la direccion opuesta. jQué distanecia recorre
en un viaje de ida y vuelta desde las 102 A. M.
hasta las 2 horas 22 minutos de la tarde?

28. Repartir E° 1 020 entre A, B y C, de
modo que B reciba ¢ de la parte de C mds E° 180
v A % dela parte de B mds E° 120. ;Cuénto recibe
cada persona?

29. I?.I(ios 2 de un capital estdn colocados al 6%
v el resto al 5%. El interés anual de la primera
parte es E° 910 mayor que el de la segunda. ;Cuél
es el capital? | ; |
 30. Los 4 de un capital al 3% y el resto al
419 forman entre capital e intereses en 3 afios
E° 9945. ;Cusl es el capital? _. _

31. Dividir E° 88 000 en dos partes tales que
colocadas al 5% la primera durante 5 afios y la
segunda durante 10 afios, produzcan la misma
suma entre capital e intereses.

32. Se colocan E° 7 500 a clerto tanto por
ciento de interés y E® 2500 a un 2% mds. Bl
interés anual de los dos capitales es E° 550. Cal-
cular los tantos por cientos. _

33. Una persona coloca E° 2000 al 49, y re-
cibe como intereses anuales E° 10 menos de los
que le produce otro capital de E° 1500. ;A qué
tanto por ciento estd colocado el segundo capital?

34, Dividir E° 50 000 en dos partes, de modo
que la primera parte al 5% y la segunda al 6%,
produzean en suma E° 2 800 anuales. g

35. A. compra una casa a B. en E° 12.600, a
3 meses plazo; pero habiendo pagado A. al con-
tado, se le hizo 6%, anual de descuento. ;Cudnto
pagd A.?
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36. Un capitalista presta E° 6 440 al 49, y 13 &
afios m4s tarde presta E° 8 320 al 3i%' ;Después
abrd ganado

de cudntos afios el segundo capital
el mismo interés que el primero?

37. Una persona coloca cierta suma al 5%,

durante 3 afios 2 meses. Después de este tiempo
reune el vapital con sus intereses v coloca la
tercera parte al 69, y el resto al 39,. Si los in-
tereses anuales de las dos partes son E° 458,70,
icudl es el capital primitivo? .

38. Una letra de E° 480, descontada al 4,59,
se cancela en E° 475,80. ;Cuédntos dias se anticipo
el pago?

39. ;/Cudntos kilogramos de chocolate a E° 3,30
el kilogramo se mezclan con 300 kg de chocolate a
E° 2,75 el kilogramo para que resulte una mezcla
de E° 2,97 el kilogramo sin ganancia ni pérdida?

40. Se mezcla perfume de E° 12,85 y E° 9,60
el litro. ;Cudntos litros de cada clase entran en
una mezcla de 100 litros a X° 11,55 el litro?

41. Dos automoéviles que se encuentran a una
distancia de 39 km uno del otro, parten al mismo
tiempo a encontrarse. El primero recorre 3 km
en 5 minutos y el segundo 2 km en 3 minutos.
(Después de cudntos minutos estardn a uns dis-
tancia de 20 km?

a
1 g5

B

45. Los simbolos i

oi®
ole

En la discusi6n de un problema, en la solucién
de una ecuacién y en la valuacién de una expre-
si6n salgebraica, pueden intervenir los valores
cero (0) o tnfinito (e0).

4
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Respecto & cero, hay que distifguir el cero
absolulo y que se obtiene restando una cantidad
de sf misma, del cero limite, que es el valor hacia
el cual tiende una cantidad variable que dismi-
nuye constantemente de, valor sin pasar al sen-
tido opuesto. El cero es asi el limite entre los
ndimeros positivos y negativos v su valor, se
concibe como menor que cualquiera cantidad
positiva, por pequefia que sea. '

Infinito es la cantidad mayor que cualquier
valor imaginable, por grande que sea. :

El gréfico de los mimeros reales se prolonga,
a partir de cero, en dos sentidos opuestos en
progreso inacabable. En el sentido positivo tiende
a 4+ y en el sentido negativo & —*.

Anotemos el valor que representan los sim-
bolos de este parrafo.

1. %- = . El valor de una fraccién aumenta,
8i el denominador disminuye, permaneciendo cons-
tante el numerador; si el denominador sigue
disminuyendo hasta llegar a cero (cero limite),
Ia fraccibn a,dquieredun valor ma);lor que (}:;ml-

uier otro, por grande que sea, €s decir, se hace
:'lnﬁnitame;ats grande, vale infinito. La division
por 0 absoluto no estd definida.

2. & = 0. Una fraccién disminuye cuando su

denominador crece, permaneciendo invariable su
numerador. Cuando: el denominador sea mayor
que cualquier valor imaginable, por grande que
gea, la fraccién tendrd un valor menor que cuals
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quier otro valor, por pequefio que sea, es deci 3
2 ] " clr' el
la fraccién serd tan pequefia que su 'diferencia |

con cero serd despreciable.

s 2
a

vinta de cero multiplicada por cero es igual a

cero. Al mismo resultado se llega diciendo 3!13
is~

el valor de una fraccién disminuye cuando

minuye el numerador, permaneciendo invariable

el denominador; de manera que cuando el
rador se anula, la fraccién 3&1&3 cero. i

4 L es ; ¥
0 un valor indeterminado, puesto que

- cualquier nimero multiplicado por cero es igual
a cero. Es también un simboﬁ? de indetefr‘rlli-

i = 2]
nacion o

0, porque toda cantidad finita y dis-

CAPITULO V
Desigualdades e inecuaciones

Definicién.—Un ndmero real & es mayor que
otro ndimero real b si existe un ntmero positivo
m tal que a = b + m. Esto equivale a decir
que la diferencia & — b es positiva.

La notacién empleada es

a>b

Si un ndmero real ¢ es menor que otro nimero
real d, se escribe

e<d

Se llama desigualdad a toda expresién de la
forma a>b o ¢ <d.

Primer miembro de una desigualdad es la
expresi6n que estd a la izquierda del signo de
desigualdad y segundo miembro a la que estd
a la derecha. .

Las desigualdadesa > b y ¢ > d se dice que son
del mismo sentido y las desigusldades a>b y
¢ <d de distinto sentido. :

Propiedades de las desigualdades.
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Teorema L—Si a>b y b>e, resulta a>ec.
Demostracién. St i
a=b+ m
b=¢+n
a+b=b+c¢c+4+m+n
4 =¢6+4+m+ n
0 8ea, a4 > ¢ :

Teorema II.—Si a.ambos miembros de una |

desigualdad se le suman o restan cantidades
lguales, la desigualdad se mantiene en el mismo
sentido,

Demostracién. Sia > b, se tiene;

4 = b + m
at+e=b4+m+e
luego: a + ¢ > b + ¢
En forma andloga se demuestra que
a-—e>b —e .
Consecuencia de este teorema: se pueden eli-
minar términos de uno de los miembros de una
desigualdad colocandolos en el otro miembro
eon signo. contrario.

Teorema III.--Si se multiplican o diyviden
ambos miembros de una desigualdad por un
mismo nimero positivo, la desigualdad no cam-
bia de sentido. :

Demostracion.

Sioa

a

ac

ac
luego, ac

b

b + m
tbh + m)e
be + em
be

o W

vl
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Al dividir ambos miembros de la igualdad
a =b-+ mpore :

]

alo oI
+

ol

ol ol
Vv

luego

Teorema IV.—Si se multiplican o dividen
ambos miembros de una desigualdad por un
mismo numero negativo, la desigualdad cambia
de sentido. _ _

Si a>b, por hipdtesis se tiene:

a =b+4+m
a(—e) = (b+m) (—¢)
~ge ‘= #-be~——me

—ac = —be + (—mc)
y como me es negativo —ac < ——be

Y en el caso de la divisién por —e, equivale a
multiplicar ambos miembros por el nimero ne-

! 1 :
gativo R en consecuencla;
i) b

. [ = C

Aplicaciones: -

1) Se pueden eliminar denominadores de los
dos miembros de una desigualdad multiplicin-
dolos por un multiplo de los denominadores.
Si el factor es positivo, la desigualdad conserva
su sentido y si es negativo, cambia de sentido.

2) Si se cambian los signes de todos los tér-
minos de una desigualdad, ésta cambia de sen-
tido porque equivale a multipliearla por —1.
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Tedrem_-a V.—Si se resta a una igualdad,

miembro & miembro, una desigualdad se obtiene
una desigualdad de sentido contrario a la que se

resto.

a = a y la desigualdad b>¢ tal que b = ¢ + m,
se tiene:

a = a
b =c4+m
_ a—b =4 —¢€—'m
loqueequivaleaa — b + m= a —c¢
- osea,a —b < a-—e¢

- Teorema VI.—Si se suman miembro a miem-
bro desigualdades del mismo sentido se obtiene
otra desigualdad del mismo sentido.
Demostracion. Si a>b y e>d, se tiene, por
hipoétesis: W b -
¢ d + n .
a+b=Db+d+m+n
luego: a + ¢ > b + d i
Nota: al restar desigualdades del mismo sen-
tido no hay seguridad en la relacion que se ob-
tiene.

Teorema VIL.—Si se restan miembro a miem- =
bro dos desigualdades de distinto sentido, se

obtiene una desigualdad del mismo sentido que
la del minuendo.

Demostl:aci-én. _
Si se tienea > byce <d,
a=b-+m

¢ =d-—n(partiendoded = ¢ + n)
restando: a — ¢ =b—d + (m+n)
luego: a-—c>b—d

Demostracién. Si se considera la igualdad
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Teorema VIII.—Si se multiplican miembro

- a miembro dos desigualdades del mismo sentido,

siendo todos sus miembros positivos, se obtiene
otra desigualdad del mismio sentido '
Demostracion. Si a>b y e¢>d,

a=b 4+ m

¢c=d+n
: ac = bd + bn + dm + mn
luego: ac > bhd

Teorema IX.—Si dos nimeros desiguales son
del mismo signo, sus valores reciprocos son des-
iguales en sentido contrario.

Demostracién. Sea

a > b

Por ser a y b del mismo signo el producto ab

es positivo y seglin el teorema III, se tiene:

1 1
it~ T
| - b : ab
y simplificando en cada miembro

1 1
b s
SsBR
T i b

Teorema X.—Si dos ntmeros desiguales son
de distinto signo, sus valores reciprocos son des-
iguales en el mismo sentido.

Demostracion. Sea

Al )
El producto ab es negativo y segin el teorema
IV, se tiene:
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y simplificando
1l
b < a
osea, - >
INECUACIONES.

Existen dos elases de desigualdades:

a) Las desigualdades que se verifican para |

Jige

cualquier valor de las variables:
Por ejemplo
(&1—2)_2 e W |

es vilida para cualquier nimero, ya sea positivo
s Sl

0 negativo. :

b) Las desigualdades que se verifican sélo A
para ciertos valores numéricos de las variables.

Por ejemplo
8X w0
es solo vilida para los valores de x> 3.

listas desigualdades se llaman inecuaciones.
Resolver una inecuacion es determinar el do- 4

uinio al cual pertenece la incognita.

Se llama dominio de una variable al conjunto

de valores que ella puede tomar.

Para resolver una inecuacién se aplican los
teoremas sobre desigualdades expuestos ante-
riormente.

Ejemplo: resolver la inecuaciones.

3x X X
g g

e 2 —

Para eliminar clenominadore_s se multiplican
ambos miembros de la inecuaciéon por 20 (Teo-

rema L) ; i
B0x — d4x > 20 + 5x

Se retinen los términos con x en uno de los
miembros y los términos conoeidos en el otro
(Teorema I1). { _

21x > 20
Aplicando de nuevo el teorema III
S0 oy

Los numeros mayores que %—? satisfacen a la

Inecuacién. :

Ejercicios.

2x — 6> x + 1

X —n>11 —7x

ox — L > x + 11

2x — 8> 9x — 10
3x—4<x+6

B — 19 > 11x — 4

3(x+2) + 5(x—1) > 2

2(bx—1) - 4(1—x) > 8

7(x—8) + 8(x—1) > 2(x—b)

10. (x+2) (x+5) > (x+1) (x—2) :
11. 2x—4) x+3) < (x—3) 2x—1)
12, 2(x+2) (x+5) > (2x+7) (x+38)
13. (x—8) (x—7) — (x—9) (x—5) < 0

bl L oRb L e



CAPITULO VI

Sistema de ecuaciones simultineas de
primer grado con dos y tres incégnitas.

) Ecuaciones indeterminadas. Una ecu

cion con dos inebgnitas, x e y, es de primer gra

cuando puede reducirse a la forma ax+by=

por ejemplo 3x+2v=18.
De la ecuacion:

3x 42y = 18

18—2y

se deduce: =

18— 3x
5 A

y:

Estos resultados indican sélo el valor de u
ineégnita en funcién de la otra: pero no expresan
un valor determinado de nmguna de ellas.

Se puede, sin embargo, atribuir valores arbitra- |
rios a una de las ine6gnitas v deducir de ellm‘

valores correspondientes de la otra.

_jlg';_

Por ejemplo: para: y=1, x=5%;
: para y=2, x=44;
paray=3, x=4.

- La ecuacién propuesta tiene, pues, mflmt.as.
soluclones de aqui el nombre de ecuacién in-
determinada que se da a una ecuaciébn de pri-
mer grado con dos (o mas) incbgnitas, en con-
traposicién a una ecuacibn de primer grado con
una sola incognita, que tiene una solucién y se
llama, por esto, ecuacidn deteﬁmnada

Ecuaciones simultineas. Si se forma
otra ecuaci6n con las mismas incOgnitas de la
ecuacién 3x+2v=18, por ejemplo, Sx—bHy=2,

634- +2 ;

se obtiene que: x = =
3

Para que los valores de x e -y satisfagan al
misme tiempo las dos ecuaciones, es necesario
que con el mismo valor de x se obtenga simultd-
neamente:

e A

_ 5 S

Lu identidad de los valores da x en funcibn
de ¥ en. ambas ecuaciones da lugar a la ecuacion:
a8-2y | byde
3 e
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Dando forma entera 4 esta ecuacién, resulta:
90—10y = 18y -+6
De donde: 28y =84

v=3

Sustituyendo este valor en:

e ~'—----——2?~, s¢ encuentra!

Nl

Las dos ecuaciones se satisfacen con los valores 4
x=4 e y=3, por lo ecual se llaman eCuactones |
simultdneas. :

Dos ecuaciones simulténeas forman un sistema
de ecuaciones con dos wmcdgnilas. Las dos ecua-
ciones del sistemna deben ser independientes la
una de la otra, es decir, una de ]d.‘; ecuaeiones
no debe ser una mera consecuencia de la ctra. |

Un sistema de ecuaciones simultdneas se llama &
determinado, si se compone de tantas eeuaciones
mdependlentes como incognitas tiene, e inde- |
terminado si tiene m4s incognitas que el numero
de ecuaciones. En este caso tiene infinitas 50- 8
lueienes. 4

84, Ehmmacmn Para resolver un sistena de
dos ecuaciones con dos incdgnitas, se elimina una |
de las incognitas, combinando las ecuaciones de
modo que resulte una ecuacién con una incodgnita.

Eliminacién es el procedimiento que hace desa-
parecer una incognita de un sistema de ecua-
ciones: .

Los métodos principales de eliminacién son
eliminacion por sustitucién y por reduccidn, lla-
mado también por adicién y sustraccién.

85. Eliminacién por sustitucién. Este mé-
todo consiste en despejar en una de las ecuacio-
nes, una de las incognitas en funecion de la otra
y sustituir este valor en la otra ecuacibn.

Ejemplo;
3x+4y =31
4x+6y =44|

Se despeja x en la primera ecuacibn:

x—:ﬂ%ﬂ'.

Se sustituye en la seguhda ecuacién
4@}:;9_’.), + 6y = 44.

3
Se multiplica por 3 y se resuelve el paréntesis:
; 124—16y+ 18y = 132
De donde: 2y = 8
ol
Se sustituye este valoren x = 311__-;4Y
N o= 4'3'.'
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Este método se aplica de preferencia euand
ung de las incognitas tiene domo coeficiente I
~ unidad. _ :
! Eliminacion por reduccion. Este métod
consiste en igualar en las dos ecuaciones los coe
ficientes de Ju incOgnita que se trata de eliminar
Este coeficiente comtin debe ser igual al minime
comiin miiltiplo de los coeficientes de la incégnita
en las ecuaciones del sistema. Con este objeto, S
multiplica cada ecuacién por el nimero que m
tiplicado por el coeficiente de la Incognita por |
eliminar dé el coeficiente comin: en seguida se
suman las ecuaciones resultantes cuando la i
cognita que se debe eliminar tiene signos disti
tos en las dos ecuaciones y se restan, si los Signos
- son iguales. i3 | _
La ecuacién que resulta contiene una sola in-
edgnita, euyo valor se caleula. j :
Para tener la ecuacién con la otra incogni
se repite el procedimiento de eliminacién de la
incégnita conservada en el primer célculo obie
se sustituye el valor encontrado, en una de las
ecuaciones. |

Ejemplo:
' Ox—Ry =301 3
Tx—By=26| . 4

Para eliminar y se multiplica la primera ecua-
c16n por 3 y la segunda por 4, pordue el minimo
comin miltiplo de 8 y 6 es 24. El sistema se
transforma en el siguiente:

27x—24y = 96
28x--24y = 104 |
Restando la primera ecuacién de la segunda, &

resulta:

Para encontrar el valor de la otra inebgnita
se sustituye el valor encontrado en una de las
ecuaciones, en la més sencilla.

Se sustituye en la segunda ecuacion:

H6—by= 26
—6y =—30
by= 30

v= 5

Si el valor encontrado para la primera incog-
nifa no es sencillo, conviene repetir la operacion
de eliminacién con respecto a la otra incégnita.

Ejercicios
1. Xx=5 2. x—y=9 1
x+y=8| s W
! |
3. xty=T7 | 4. 6y—x=8 :
y=2x—5 ; xz_r-5y-~6[
5 2x—y=1 6. '8x+3y=2.3
4x+0oy—23 st y=10|
7. 10x— ¥y =8 8, Ix—8y=rci
Tx—3y =1 9x— y= 81|
9. 4x+6y= 12 10. 6x—T7y=35
el ix5y=23



11.

13,

15.

17,

19.

21.

23,

24.

25.

26.

27,

1lx— by = 16
Tx-+12y =

8x+3y =46
Hx—3y=19

11x—24y =31
17x— 8y =77 |

13x—12v= 1 |

9%+ 4v=13 |

9x+10y =12
bx+15v=13
3(x—2)+2(y—3;
Bix—1)~5iy+1)

12. 18x~y =367
17x—y =333

14, x4-25y=379
X+17y =239

16. 19x+3y =200
23x+0y =240 _

18, 7x+12y =66

20. 8x+9v=7

10x—6y =3 |
22. 24x+20y=" 38] 4
36x--30y=—27| &
a

T(xX+2)+91y—1)= 28
4(x—2)—6iy+1)=—12

3(2x—1)—5(y+3)

A1) v—i—2)-13(

10(x+5)—7 (y+3) =—49
9x+4)+14(y—4)=— 9

12{~<»7;+):\,+1)~30
18(x—5)— (y—4)=35

28.
29,
30.
3.
32,

33.

34.

36.

38.
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Tix+1) 2= 2(y+3)\
5(x—1)+3=3(y—2)!

5(2x—1)—11=4(5y+1)
3(5x+1)—59=2Q3y—1)|

11(3x—1)411 =—3(8—y)
?E!...?ﬁ*_l_}:?13= Iy—T) |

(x—3) (y+4)
x+2) (y—1)

(x—4) (y+7)
(x-+5) (y—2) =

{ x48)( yHb)— (x41) (y48) =0
(2x--3) Gy +7) 5H2(6 -0%) (r41) =0

'! il

(x—16) (y=—38) + (x—4) (4—y) =0
(x—10)' (y—1)+ (x—9) (3—y) =0}

Sy =9 35, x-—%?f—,= 8
y"" =
e i
;+§=5 37. 8x+5y—34= 0
Hx —%{=8 +7y+5 = 14
xty-Sa0 39. X_5(y—3)
A 6
PE I (0 X5
LRy 4—0 ) i 4(y. 4)
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at. Sistema de tres ecuaciones simultineas

de primer grado con tres incégnitas.

Resolver el sistema:
4x+-3y+22=16( - 3
7x+4y+62=33
ox+5y—8z= 6| - 2

Se elige en prlmer lugar una incOgnita para
eliminar. Sea z. Se elimina z en las dos primeras
ecuaciones por reduccion y del mismo modo se
elimina en las dos 1ltimas ecuaciones. Results
asi el sistema

Xty -3 |
17x+14y 45

45. x+y=3a+45h
Aoy= a+3h

del cual se obtiene x=1 ¢ y=2.
Sustituyendo estos valores en alguna de las
ecuaciones propuestas se obtiene z=3.
Resolver los sistemas:

51. 2x+43y+z=13
A4x—2y—z= 7
48. x4+ y=m +ni 49. 5x+4y+z=24|

mx+ny =m*4-n?

52. 5x—3y—2z=23|

: Tx—4y—b6z =29
50. x=Y T4 1 2x43y—8z= 2
3 2
V= }E_‘l'_l,’_'_'*} 53. X+ 5y-—-—-7z =24 ‘
3 2 x+4y—6z = 20.

x+3y—52=16




54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

— 132 —
3x+yd-bz= 50!
Sx—y+7z= 30

1Ix+y—22=130
X+y=95
yt+z=8
sl
3x+4+2y=-- 7

9z +3x=—18)

by +2z= —16]
Xx—y=z—4
y—z=x—6

S Sl

X+ y+z= 32
3x—By =20
z-—2x =120
ik R )
e
A Tl

: -+ 3+z 15
e Sl A e
5
x+Y 4 Z=5at4h !

a b F

x+.l'+'§=4a+5bi -

b
__ YyHtz=Tab

__,...,..\_.|
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Problemas.

1. La suma de dos ntimeros es 84 y su diferen-
cia 16. ;Cusles son los ndmeros? '

2. Si al triple de un namero se le sum:. el do-
ble de otro, resulta 95. Si al doble del primero
se resta el segundo, resulta 40. ;Cudles son los
numeros?

3. 12 kg de té y 15 kg de café se venden en
E° 132; a los mismos precios, 9 kg de té y 20 kg
de café valen E° 134. ;Cudnto vale el kg de cada
especie?

4. En un tridngulo, la diferencia entre los
dngulos « y g es 20° v la diferencia entre y v 8 es
10°. Calcularlos.

5. Un barco recorre la distancia de 75 km
contra la corriente de un rio en 5 horas y a favor
de la corriente en 3 horas. ;Cudl es la velocidad
del barco y la velocidad de las aguas?

6. Determinar tres nimeros sabiendo que las
sumas de ellos, considerados de dos en dos son,
respectivament®e; 18, 24 v 26.

7. La suma de dos ntiimeros es 200. Dividien-
do el primero por 12 y el segundo por 10, la su-
ma de sus cuocientes es 18. ;Cudles son los nad-
meros?

8. Dos ntimeros suman 66. Dividiéndolos, el
cuociente es 5 y el resto es 6. ;Cudles son los
nimeros? . _ :

9. El cuociente de dos ntmeros es 3 y el resto
15. ;Cudles son estos numeros si su diferencia
es 857 . :

10. Dividiendo la suma de dos numeros por
su diferencia resulta 3 como cuociente y 6 de




resto. El doble del primer ntmero maés el tri
del segundo es 64. ;Cudles son estos ntmer

11. La suma de las dos cifras de un nimer
es 10. Invirtiendo las cifras se obhtiene otro nid-
mero que es mayor en 36 unidades al primere
JCudl es el nimero? :

12. La suma de las dos cifras de un nimer
es 6. Invirtiendo el orden de las cifras se obtiene
otro numero que restado del primero da 18,
Cudl es el nimero? : i

13. La suma de las cifras de un numero de
tres cifras es 15. Las centenas tienen 2 unidads
mis que las decenas. Permutando centenas co
unidades se obtiene un nudmero menor en 3
al primero. ;Cudl es el ntimero?!

14. El perimetro de un tridngulo isosceles es
58 m. La base mide 4 m mds que cada uno de
los lados iguales. Calcular los lados.

15. El perimetro de un rectdngulo es 88 m y
la diferencia, de dos lados contiguos es 20 m.
Calcular su 4drea. :

16. En un frapecio la mediana mide 37 em
la diferencia de las bases es 14 em. (‘aleular las
bases. j _

17. Si se aumenta un lado de un rectdngulo
en 5 m y el otro en 10 m el drea aumenta en
400 m® y si el primer lado se disminuye en 5 m
y el otro en 20 m el drea disminuye en 400 m?.
Caleular sus lados. :

18. El perimetro de un dibujo reectangular es
48 e¢m. Si el largo se disminuye en 3 cm y el
ancho se aumenta en 3 cm la superficie aumenta
en 9 em: Caleular las dimensiones del rectangulo. 5
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CAPITULO Y11

PROPORCIONES.

46. Razén.—Dos cantidades homogéneas se
pueden comparar averiguando cudntas veces la
segunda, tomada como unidad, estd contenida
en la primera. El cuociente entre estas dos can-
tidades de la misma especie se llama razon.

Razén geomélrica o simplemente razon, es el cuo-
ciente enlre dos cantidades homogéneas. ;

La razén entre 12 y 4 se anota 12 : 4 y tam-
bién: ;

%y-sele_e 12 es a 4.
Larazénentreaybes:a:bo % yseleeaesab.

Las dos cantidades que se comparan son los
términos de la razén. El primer término se llama
antecedente y el segundo consecuente; el cuociente
es el valor de la razon. :

Una raz6én es un ntimero abstracto, puesto que
indica el numero de veces que el consecuente
estd contenido en el antecedente.

Una razén se identifica con un. cuociente 'y
una fraccién; el antecedente corresponde al di-
videndo y al numerador y el consecuente al
divisor y al denominador. De donde se deduce que



~ resulta la razén 21 : 20.

_cesario fijar el orden en que se han de nombrar. |

El antecedente es igual al producto del conse-
cuente por la razén. o
Si el valor de la razén entre 8 y b se designa
por q, se tiene: - A
a = bq.

47. Propiedades de una razén.—De la dofi
nicién resultan Ias propiedades siguientes de un
razén: i

1.* Para hacer mayor n veces una razén se m
tiplica su antecedente o se divide su comsecuente

2.* Para hacer menor n veces una razén se m
tiplica su consecuente o se divide su antecedente
por n. 8

3.* El valor de una razén no altera cuando sus
dos lérminos se multiplican o se dividen por um
mismo mimero. En el primer caso se amplifica
la razén y en el segundo se simplifica. :

La amplificacién de una Tazén permite trans-
formar una razén de términos fraccionarios en
otra de términos enteros. :

_ {8
Ses.lalfazén—g-.ﬁ. |
Amplificando esta razén por 24, que es el |

minimo comin miltiplo de los denominadores,

48. Razén directa y razén inversa.—Para
determinar la razén entre dos cantidades es ne- |

La razén entre 12 y 4 no es igual a la razén
entre 4 y 12. 1
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Si en la razén a : b se invierte el orden de los
términos, resulta la razén b : a.

La primera es la razén directa entre a y b ¥
la segunda es la razén tnversa. s

El producto de la razén directa de dos nimeros
por su razén inversa, es igual a la unidad.

Ejercicios.

1. Expresar la razén entre 3 y 5, entre 8 y 7,
entre m y n, entre x ¢ y. . :
2. Leerlasrazones siguientes y calcular su valor:

) 18 : 3 36 :9
'b) E°28:E7 35m:5m
¢) 45 kg : 15 kg 60 hl : 20 hl
1 gl
d) g, 18 gz ol
- L 1 2.2
9 2 e 7.5
f) 2¢m : 5 cm lg:4g
g) E°8 :90 ctmos. 16 m : 80 cm
i e 2
By 10 25 "4 8
8% M
— 4= 0,91 : 0,7.
1) b 'y ’
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3 ?6 P.I‘ag consecuente de una razlén es 6 15I 19
, 18 m y su valor respectivo es 10. 9 13
14, 20. Calcular el a,n_tet:ede:?te. s 10_’ W

4. Simplificar las razones siguientes:

8) 15 : 25 27 :36 48 :72

S m'n 422
ax mn? 14a?

o) a*—bht 45x"z 108x%y?
(a+b)* 75xy* 135x2y?

5. Reduecir a términos enteros las razones

3 2 5.2
o s by
4 "3 9 '3 6 ‘12
m.p &.b c.d
b) n g X x b be
¢) '_7:§_-. Yt 17 19
12 7915 2 090 =90 24 ° 40

6. Dada una razén, expresar la razén inversa.
49. Proporcién. :

Las razones 12 : 4=3
) _ oy 15 :5=3
lt;e?ga(la(li af!él:mo valor, luego son iguales y resulta
12 : 4=15 : 5
12041
AT G

que se lee 12 es a 4 como 15 es & 5.
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Esta igualdad de dos razones es una proporcién.

Proporcién es la igualdad de dos razones.

El antecedente de la primera razén con el
consecuente de la sequnda razén se llaman tér-
minos exiremos de la proporcién y el consecuente
de la primera razon con el antecedente de la
segunda se llaman medios. Segin el orden, el
primer término con el cuarto son los extremos
y el segundo con el tercero son los medios.

Dada una razén, se completa la proporcién por
uno de los procedimientos siguientes:

1.° Atendiendo al valor de la razén; por
ejemplo se da la razén 18 : 6. El valor de esta
razén es 3. La segunda- razén debe tener el
mismo valor, por ejemplo: 15 : 5. La proporei6n
es 18 : 6=15 : 5.

2.° Simplificando la razén dada. Si la razon
dada es 24 : 36, la segunda razén serd 2 :3 y
la proporcion, 24 : 36=2 : 3.

3.° Amplificando la razén dada. Si la razén
dada es 4 : 5, la segunda se obtiene amplificando
por ejemplo, por 2 y resulta la proporcién 4 : 5
=8 : 10. .

50. Teoremas sobre las proporciones.

Si en la proporcién }3?= ?52 se multiplican
los dos miembros por el producto de los conse-
cuentes resulta la igualdad:

12.5=20.3
Haciendo el mismo ecdlculo en la proporcién

% - Ed resulta:




=l 40—

abd _ bod
b d

Simplificando: ad = be; luego

Teorema 1.—En toda proporcién el products

de los exiremos es tgual al producto de los medios.

Este teorema sirve para comprobar la exac-

titud de una proporcién.

La igualdad ad=bc no sltera, si se dividen los |

dos miembros por bd y resulta:

ad _ be

bd  bd
Simplificando se obtiene:

2 =2l

Sl e

Teorema II.—(Recfproco).—La igualdad de

dos productos es igual a una proporcién, cuyos
términos extremos son los factores de uno de los
productos y los medios son los factores del otro
producto. '

De la igualdad ad=bc resultan las ocho pro-
porciones siguientes:

ﬂli{lilllllllll
T'oppR AT
ﬂﬂa‘_‘dnap‘p‘.

Ao oToe R
coPoaPo o
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- . E - 2 | 11”
ue son idénticas, porque en cada una de el
ge verifica que el mismo producto de extremos
es igual al mismo producto de medios. De aquf el:

Teorema III.—Una proporcién no altera: 1.°
cambiando el orden de los medios o de los extremos
(alternar una proporcién); 2.° cambiando el
orden de los términos de cada razén (invertir una
proporcién); 3.° cambiando el __orden de las ra-
zones (permutar una proporcibén).

Si a cada razén de la proporeién:

a ¢

b7 d
se agrega la unidad, resulta sucesivamente:

& sz
E“I”l—d'l'l

a.. bk d
S e
a+b J c+d
B d

Anédlogamente, restando la unidad de cada
razon, resulta:

8 iR

s lra
a—b a—d , _
b . luego




Teorema IV.—En toda proporcion la suma o

diferencia de los términos de lg primera razén es
a su consecuente (o a su antecedente) como la
suma o diferencia de los términos de la segunda
razon es a su consecuente (0 a su antecedente).

Comparar la suma de los términos de cada

razén con su antecedente o consecuente, es com-
poner la proporcién. Comparar la diferencia de
los dos términos de cada razén con su antece-
dente o consecuente es descomponer la proporei6n.

Corolario.—Fn wna proporcion la suma de
los términos de la primera razén es a su diferencia
~ como la suma de los términos de la segunda razén

es @ su diferenciu.
En efecto, de la proporcién:
a:b=c¢:d
resulta sucesivamente:
(a+b) : b=(c+d) :
(a—b) : b=(c—d) :
(a+b) : (e+d)=Db :
(a—b) : (c—d)=b : d
(a+b) ¢ (e+d)=(a—b) : (c—d)
(a4b) : (a—b)=(c+d) : (c—d)

Esta comparacién se Illama componer y des-

ol efifeonh

COMPpOneEr una proporeion.
Una proporcién que tiene sus términos desi-
guales se llama discontinua.

20 : 56=12 : 3

€s una proporcién discontinua. Cada término
de una proporcién discontinua se llama cuarta
proporcional geoméirica.

=i 13—

Problema 1. Cualeular una cuaria proporcional
geométrica entre tres cantidades.

Sean 24, 18 y 40 las tres cantidadesy x la
cuarta proporcional, ' :

Una de las proporciones que se pueden formar es:

24 : 18=40 : x.
De donde resulta:
24x=18 . 40
18 . 40
= —24L~—— = 30.

‘Otra proporcion es:

24 : x=18 ; 40.
De donde resulta:

18x=24 . 40.

el Ao
Sk

= 5‘3#.

De la primera proporeion se deduce:

En una proporcion un exiremo es igual al pro-
ducto de los medios divididos per el otro exiremo.

De la segunda proporcién-se deduce:

En una proporcion un medio es tgual al pro-
ducto de los extremos dividido por el oiro medio.
- Una proporcién que tiene sus términos medios
iguales entre si se llama continua; por ejemplo
108 : 36 = 36 :12.




- El término medio de una proporcién continua .,

se llama media proporcional geométrica o medio

- geoméirico, y cada uno de los términos desiguales

se Uama tercera proporcional geométrica.

Problema 2. CGZCUZGT la Yercerd praporct'ml 0

geométrica enire dos cantidades. _ :
Sean a y b estas cantidades y x la tercera pro-

' porcional. Se forma la proporcién a : b=b ' x, o

de donde resulta:

ax=h?

b!
X=—
: a

La tercera proporciomal geométrica entre dos

cantidades es igual al cuadrado del término medio
dividido por el exiremo conocido.

Problema 3. Calcular la media proporcional

geomélrica entre dos cantidades, a y b.
Designando por x la media proporcional, se
forma la proporcién:

8 %X =x b

De donde: X' ='ab.

El valor de x se escribe z=+/ab y se lee x igual
a rafz cuadrada de ab, lo que significa que se
trata de buscar un nimero que, multiplicado por

si'mismo, sea igual a ab.

La media proporcional geométrica enire dos can-
tidades es tgual a la raiz cuadrada del producto
de estas cantidades. | '

Por ahora, el cdleulo de la rafz cuadrada de un
numero se reduce a descomponer el nimero en
dos factores iguales. Este factor es la rafz cua-
drada del nimero. '
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Amplificando por m las dos razones de la pro-
porcibn: i
a:b=¢c¢:d

resu’lta la proporecion: _
am : bm =cm : dm (a)

que es idéntica a la anterior, porque las razones
conservan su valor. )

Amplificando por m la primera razén y por n
la segunda razoén de la misma proporcién, resulta:

am : bm = cn : dn. . (b)
Alternando los medios de esta proporcién re-
sulta: st :

am : en = bm : dn. (c)

Al mismo resultado se llega simplificando las
razones; luego -

Teorema V. Una proporcién no altera:

a) Multiplicando o dividiendo sus términos por
un mismo nilmero;
- b) Multiplicando o dividiendo los términos de
la primera razén por un niumero y los términos
de la segunda razén por otro; _

¢) Multiplicando o dividiendo los antecedenies
por un numero y los consecuentes por otro.

Formando el producto de extremos y medios
en las dos proporciones: |

g8 :b
m:n

Bl
ET Ta

d
' q

resulta: v ad

C
mg = np
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Multiplicando miembro a miembro las doé; ';'

igualdades se obtiene:
am . dg = bn . ep.

Segin el teorema II de este capitulo, se fDl"ﬂl&.: jf!

la proporeién:
am : bn = ¢p : dq.

St las mismas igualdades:

ad = be
| mq = np
se dividen miembro a miembro, se obtiene:
ad _ be
mq  np
lo que se puede escribir: :
8 d B e

| -. E . q n . p t
De donde, segtin teorema, II, resulta:

:% gL :'g;luego
n p 9 :

 Teorema VI. Dos (o més) proporciones se con-

vierten en una nueva proporcién, si se multiplican’

o dividen sus términos homdlogos.
51. Serie de razones iguales (serie de pro-
porciones). ) : :
Tres o més razones iguales forman una serie

de razones zguafzes (serie de proporciones).
‘ 12 : 4=15 : 5=18 : 6=21 : 7

— e =

es una serie de razones iguales, que también se
escribe asf:
12 : 150 18 = 21 =4 :'5: 8/: 7
Escritura en la cual el signo = no indica igual-
dad, sino separacién entre los antecedentes y los
respectivos consecuentes. . -
Sea la serie: a : b=¢c :d=e : f
Designando por q el valor de las razones, se
tiene: :
a=bq
c=dq
it
a+c+e=bq-+dq+tiq
=q(b-+d-+f).

~ Dividiendo los: dos miembros por b+d-+f,
resulta: )

prbioshe i sl
bbdaer T T R

Teorema VII.—FEn una serie de proporciones
la suma de los antecedentes es a la suma de los con-
secuenles como un antecedente cualquiera es a su
consecuente respeclivo.

Problema. Convertir un sistema de proporciones
en una serie de proporciones.

Sea el sistema:
a:b
c:d
e : f

luego

2
4 .
6 :

o

80 |

Se amplifica la primera razon de la primera
proporcion por et producto de los antecedentes
de las demds primeras razones y resulta ace : bee.



Se hace el antecedente de la primera razén
de la segunda proporcién igual a bee; para que
la razén no altere hay que multiplicar el conse-
cuente por be, puesto gue su antecedente ha
sido multiplicado por be y la razén se convierte
en bce : bde. Para que el antecedente de la pri-
mera razén de la tercera proporci6n sea bde, se
amplifica la razén por bd y se tiene bde : bdf.

Como el antecedente de cada nueva razén es

igual al consecuente de la anterior, se escribe:
ace : bce : bde : bdf.

Repitiendo el procedimiento en las segundas @

razones, resulta:

245 3408 K036 T 305
a.ce:bce:bde:bdf= 16 : 24 : 30 : 35.

52. Cantidades proporcionales e inversa-

mente proporcionales,

Dos cantidades son directamente proporcionales i
o simplemente proporcionales cuando haciéndose

mayor o menor una de ellas, la otra se hace
mayor 0 menor el mismo nimero de veces.

Ejemplos: El precio de un terreno es propor-

cional a su superficie. -

El peso de una substancia es proporcional a
su volumen.

El salario de un obrero es proporcional a su
trabajo, ete.

Cuando dos cantidades variables son propor-
cionales, la razén entre dos valores de la primera
es stempre igual a la razén directa entre dos valores
correspondientes de la segunda.

i o

Segtin esto, la proporcionalidad de dos can-

tidades se expresa por una proporcién, como se
uede notar en el siguiente

. Problema. Si 18gl_11n de género valen E° 21,60,
Joudnto valen 24 m del mismo género?

Sea z el valor de los 24 m. __

Como el nimero de metros de género es. pro-
porcional a su valor, se puede formar la propor-
cién: : _

18 : 24=21,60 : x.

De donde:
24 . 21,60
X = &i"g— = E° 28,80.

Dos cantidades son inversamente proporciona-
les, cuando haciéndose mayor o menor la primera,
la segunda se hace menor o mayor el mismo
niimero de veces. Si. una cantidad se duplica la
otra se reduce & la mitad y viceversa. .

Ejemplos: El ndmero de trabajadores es inver-
samente proporcional al tiempo necesario para
concluir un trabajo. Si 12 trabajadores conclu-
yen una obra en 7 dfss, 4 trabajadores, en igua-
les condiciones, la concluirdn en 21 dfas.

El tiempo en que se recorre una distancia en

. movimiento uniforme est4 en razén inversa de

la velocidad del movimiento. :
El capital estd en razén inversa del tiempo
necesario para producir cierto interés. ]
En dos cantidades inversamente proporcio-
nales, la razén de dos valores de una de ellas es
igual a la razén mmversa de dos valores corres-
pondientes de la otra.




. Problema. 8i 15 trabajadores de igual activi-
dad hacen una obra en 32 dias, gen cudntos dias
habrian hecho esta obra 20 trabajadores? k-

Sea z el nimero de dias en que 20 trabajadores
hacen la obra. Es evidente que si se aumenta el
nimero de trabajadores, se concluye la obra en ¥
menos tiempo, es decir, el nimero de trabaja-
dores es inversamente proporcional al nimero de
dfas necesarios para concluir el trabajo;luego se
forma la proporeci6n: i b,

' 15 : 20=x : 32
De donde:

1582
X ey - 24 dfas.
Ejercicios.

1. Formar una proporcién, cuyas razones val-
gan: a) 3; b) 4; ¢) 5; d) 6. ] E
_2. Completar la proporcién, cuya primera ra-
z6n sea: a) 36 :12; b) 60 :48;¢) 9:8;d) f:g |
3. Formar las ocho proporciones que resultan
de cada una de las igualdades: 3

8) 16.3=12.4; b)

15.4=12. 5;
c) ax=by; d)

ba=Tb.

4. Componer las proporciones:

a) 84 : 28=75 :25; b)r:s=p:aq.
5. Descomponer las proporciones: -

8) 96 : 24=60 : 15; b) a: 8=y : 8. k
6. Componer y descomponer las proporciones:
a) 84 : 18=36 : 12; b) v : x=y : z.
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7. Transformar las proporciones siguientes, de
modo que z figure en un solo término:

a) x 1 (10—x)=2:3; b) (10+x) :x=3 :2;
¢) (a—x) :x=(b—=¢) :¢; d) (x—a) :x=5:6;
e) (124x) : (12—x)=2 : 1;f) (x—a) : (x+a)=3:5.

atbtx 7

i x—p—q _ a+b
B aibx 3 M

x+p+q a—b

8. Calcular el valor de z en las proporciones

siguientes:

a) 15: x=12:20;
b) 26:65= x: b;
¢) 74: x=3,7:0,5; X :51=5% : 34%;
d) $: x=24 :3}; x:8 =24 :1%;
e) 4: §=x:2%;  $ab: jac=13ib': x.

45 :20=36 : x;
X :2,4“3 . 138;

9. Calcular el valor de z, transformando pri-

mero la proporeién como en el ejercicio 7:

a) x : (x—6)=24 :16; (12+x) ; x=18 : 10;..

b). (x+12) a(x—12) =40 : 10;
(x+8): B6=(x—8) : b4;

- ¢)  (x-+15) : 24=(60—=x) : 16;

(x+a) : (x—a)=m : n.

10. Calcular una cuarta proporcional entre:
a)6,8y9; b) 14,18y 21; c) 8, 3%y 7}.
il. Calcui;.r la tercera proporcional entre
a) 135 y 45; 8ab® y 4ab. -
12. Calcular Ia media proporcional geométrica
entre:
a8) 2y 18;h) 9y 16; ¢) 18 y 50.
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13. Dw;dn‘ los - ntimeros sgulentes en: dos
partes que estén en la razén que se indica: !
a) 75:2 :3: b)) 98: 3 :4: ¢c) 240: 3 :5,
Convertir las proporciones siguientes en
otras de términos enteros y en su forma mé.s
sencilla: )

a) %:3=—g~:x, b)ﬁ:—;— =8:%x;
e) %1%:"2” ! %x, f) 4-:,'5 .5%=6-§:1%'x;
O opi e i e ax

Calcular el valor de x en las proporciones an-
teriores. ; b
15. Formar una proporc;én con las propor-
ciones:

Chwin
e s el
a) 24 :15= 32 20 y 537 8%
b) 60 :48=25 : 20 y 1 31—'2-!-:3lx.

dlTe g

16. Anotar las razones en la serie:
a:b:eid=8:15;20:24,

17. Calcular X, ¥y, z en las siguientes series:

B) Xy tip= 3 4:5 sl x+y+z=48;

b)) xvyz2=8B.05 12,7 "si 2x+y+5z=93‘;

6) X:yz=4+7 :105 8l x+y—z=35.
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18. Calcular x, y, 2, u, en las series:
a)x:y:iz:u=12:15:18:20,six+y+z-+u=195;
b)x:y:z:u=3:5:7:9,s1x+y+z—u=24;
e)x:y:z:u=5:4:6:2 s 6x+5y—4z—5u=144.

19. Convertir en serie de proporciones los si-
guientes sistemas de proporciones:

a) a:b=2: 3 b) a:b=I5:16
b:e=5: 6 b:e=10: 9
¢c) a:b=2:3 d) a:b=4: 5
: b:c=5: 6 b: c=3:10
¢c:d=9: 8 cod= 15 8
e) a:b=6:17 fy a:e=3: 5
a:c=8:9 b:d=7: 8
a:d=12:13 ¢e:d=15:16.

20. Los tres primeros términos de una propor-
ci6n son 84, 35 y 48. Calcular el cuarto.

21. Los dos primeros términos de una propor-
¢i6bn continua son 288 y 48. Calcular el cuarto
término.

22. La suma de dos niimeros es 180 y estdn
en la razén 7 : 5. Caleular los niimeros.

23. La diferencia de dos niimeros es 48 y estén
en la razén de 9 : 5. Calcular los nimeros.

24. Buscar la razén igual a —g—- y que la suma de
sus térmmos sea 90.

25. Buscar la razén igual a 'E y que la diferen-
cia de sus términos sea 8.

26. Dos personas se repa.rten E° 4200, de
modo que sus partes estén en la razén de 3 : 4.
:Cuénto recibe cada. una? :
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27. El dinero de dos personas estd en la razon
de 12 : 7 y una de ellas tiene E° 85 mds que la 8

otra. jCudntos escudos tiene cada una?

28. Repartir E* 72 000 entre tres personas, de
modo que las partes sean entre sf como 5 : 6 : 7.

+Cudnto corresponde a cada persona?

29. ;Qué altura tiene un 4rbol que da una
sombrg de 22 m sobre una superficie horizontal,
si al mismo tiempo la sombra de una varilla de

1,5 m, colocada verticalmente, es de 0,6 m?

~ 30. Las velocidades de dos vehfculos estdn
en la razén de 7 : 5. Si el primero demora 1 hora
24 minutos en recorrer una distancia, jqué tiem-
po demorard el segundo para recorrer la misma

distanecia?

31. A, B y C compran un boleto de E° 5de
una loterfa. A dio E° 1, B E° 1,50 y C E° 2,50.
Obtuvieron un premio de E° 400. ;Cudnto co-
rresponde a cada uno deduciendo 2% de comisién &

al agente?

32, ;Cusnto hay que pagar en dinero por
E° 964 en bonos del Estado, que se cotizan con

43% de descuento? ;Cudntos de estos bonos se
compran con E° 171,907 :
33. Un comerciante compra 4 piezas de género

de 24 m cada una a E° 2,50 el metro. Caleular

el valor al contado con 159, de descuento.

34. 24 trabajadores hacen una obra en dos

meses 20 dias, trabajando 9 horas al dfa. ;En
qué tiempo habrfan concluido esta obra 36 tra-
bajadores, trabajando en las mismas condiciones,
10 horas diarias?

35. En la fabricacién de la pélvora para rom-
per rocas, el carbon y el salitre estdn en la ra-
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zén de 16 : 5 y el salitre con el azufre en la razon
de 10 :3. ;Cuéntos kilogramos de carbén, de
salitre y de azufre entran en 5940 kg de podl-
vora? ;

36. Repartir E° 18450 entre A, B, C y D, c'ie
modo que las partes de A y B estén en la razon
de 3 :5; las partesde By Cenlarazon4 :7, v
las de C y D en la razén de 5 : 8. ;Cudnto recibe
cada persona?

53. Ecuaciones en forma de una proporcion.
a) (%x-8) ¢ (x—2) = (x—6) : (x~—4).

Se forma, el producto de los extremos y de los
medios: i
(x—3) . (x—4) = (x—2) . (x—6)

De donde:  x*—7x+12=x*—8x+12
x=0 '

x+1 _ a+b

x—1 a—b

Se sigue el mismo procedimiento de la ecua-
cién a), pero es preferible el siguiente:

Componiendo y descomponiendo la .propor-
ci6én resulta:

b)

% _ 2
2 2b
e
1 b
"-_.-..&_._'
e
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o

10.
_
13.
14,
15.
16.

17.

B8~
Ejercicios.

(dx+1) : (2x+3)=9 : 5.
(5x+1) : (7Tx—5)=7 : 9. -
(9—T7x) : 20=(13—>5x) : 11.
(25x—17) : (17x—25)=11 : 7.

(11x+2) : (17x—6) =9 : 13.

(9x4-5) : (11x+5)=14 : 17.
(83x—7) : (4x+2) = (3x—14) : (4x—1.3).

2x+1_3x—1 s B0 15
L B+l 1
X8 X1 11, 3x+1_ 2x—8
2x—1 2x+5 6x—5 4x—25
(x+2) Bx—4) _ 1
x(15x +2) 5
@x+5) Bx—4) _ 3
(4x—1) (5x+7) 10°
(8—9%) (3—5x%) 15

(3x+4) (2x—5)

(7x—5) (6x+7) _
(8x—9) (Tx+12)

i

3

4

3x*+4x-+5 il
5

2

5

6x*+Tx+8

Bx+1) @x+7) _
5x—2) (3x+14)

b |
18. @.Tg?f=.?,‘.§f}_)_ 9. 2.~ bix .
Mmoo Bare
aEin

24 4X$+8.X—"b_ 2 25. ““—3x+5__:8.

" 6x'+tbx—a 3 7 mx*—5x+3 m

26. Dividir un trazo de 20 cm en dos segmen-
tos que estén en la razén de 3 : 2. JCudl es la
longitud de cada segmento?

27. La diferencia entre los lados contiguos de
un rectdngulo es 4 m y estdn en la razén de
5 : 6. Calcular los lados.

28. Calcular los lados de un rectdngulo de 54
? de perimetro, sabiendo que estdn en la razén

e5:4.

29. El 4ngulo exterior de la base de un tridn-
gulo isdsceles y el exterior del vértice estdn en
la razén de 11 :14. ;Cudntos grados miden los
dngulos del tnﬁ.ngulo? . ]

30. Los 4ngulos que la bisectriz del dngulo
recto de un tridngulo rectdngulo forma con la
hipotenusa estdn en la razén de 3 : 2. ;Cuédnto
miden los dngulos del tridngulo?

31. Los ﬁngulos- de un tridngulo son entre sf
como 2 : 6 : 7. Calcular los dngulos.

32. Las edades de dos personas estdn en la
razén de 4 : 5, y una tiene 6 afnos més que la
otra. ;Cudl es la edad de cada una?
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EJERCICIOS DE RECAPITULACION
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33. Las edades de dos hermanos son entre of

como 5 : 4. Hace 9 afios la edad del mayor era
el doble de la del menor. Calcular las edades. "

Descomponer en factores:

34. Los precios de dos libros son entre sf como = ;l, agiga+§l;i?b ; g" 3_3_3;4-?_{.2&?'__% :
-2} 3% 4Cuil es el precio de cada uno, si un libro = ; b i o 5 b i - 1’6 i
vale E° 3 menos que el otro? s ceaaween B L S bintoy P i0
i ; 5 ' il 4, 10xy 4+ 15x—4y—6. 10. mpgx—mnx-4npq—n®.
- 35. Dividir 999 en tres partes que sean entre 5. xy+dy+5x420. 1. *y*—x*+3y*—38. -
sf como 15 : 13 : 9. ' : 5 6. ab—2a—8b+186, 12. a’c+abd+2a+abe+bid -
+2b.

36. De dos lugares que distan 106 km entre

Desecomponer en factores:

- 8f, parten dos ciclistas uno al encuentro del otro, (3 ailg 19. a2 2ab 4 b?e?
con velocidades que son entre sf como 4 : 33 y 14, (ab)"—1 0. oA
se encuentran 4 horas después de partir el pri- T 5 jzxy— v
mero. jCudntos kilémetros recorri6 cada uno, 16, l*_(x‘_i); e 4—-2!3::: m’; ;

si el segundo parte una hora después del pri-
mero?

37. De dos lugares que distan 65 km entre
sf, a las 7 A. M. dos viajeros con veloci-

17. (a—Db)—(c—d)? 23. n*—qg*+m*+2mn.
18. 4(e—d)*—9(c+d)®. 24, a’+b*—cid*42ab—2ed

Descomponer en producto:

- dades que son entre sf como 5,2 : 4,8 _g,A qué 25. 2a*4-3u+1. 31. 4a*—Ba+1.
hora se encontrardn, si el primero necesita 12} 26. 6a’+T7a—5. 32. 2at+45a2+3.
horas para recorrer toda la distancia que separa 27. 3x*+5x4-2. 33. 6-—a—a?
los dos lugares? 28. 6a*—Ta—3. 34. 10—3a—a’.

i - _ 29. 5x*—8x—4.. 35. 10a—7—3a%
38. Un diamante que pesa 1,18 gramos, vale 30. 3y y— 2. 36. 84 6a—5a>

E° 24. ;Cudnto vale un diamante de la misma
forma y pureza que pesa 2,36 gramos, sabiendo
que el precio de un diamante es proporcional al
cuadrado de su peso? :

Si attbi=(adb)(a?—ab+b?), v a—b=(a—b)
(a*4-ab-+b?), factorizar los siguientes binomios:

37. e 4-d2 43. [ +464a8
39. El peso de una esfera es proporcional al 38. al4 1. 44. 8c’—64a’.
volumen y el volumen al cubo del difgmetro. 39. a' |, 45. 1000+b?,
Calcular el peso de una esfera de 24 cm de dis- 40, a*+27. 46. a*bd—c3,
metro, si otra de la misma substancia de 8 em ’ 41. 1254-x3, 47, a'—8h".
' 42. 216—a’. 48. (m—n)'—1.

de didmetro, pesa 4 kg.




Simplificar:

49, ¥ 13210,
al'—25

51.

ab+42a—b—2

Xy—Xx +-_6y‘—6_.;

Xy +x 46y +6

27x+x4

2x*—6x%+4 18x

53.

b5,

ab+2a+3b+6,
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ax—2+a—2x :
a*—4at+4

'&b—-ﬂ + B—Il i

ab—a—b+1

a’b+2a’h{4ab

a8
(8 +b*)(a’+ab4-b?)
(a*—b?*)(a*—ab+b?)

50.
52.
54,

56.

Efectuar las operaciones mgmentes y simplificar

los resultados:

a?+b? a bt
e
L s RIS
Indicacién; e S S
O i B @ TG,
e 1+a, 1-—a a*—I1
9, ate . . b4e g
¥ a b T Toaeh
G0 a8 - ._b : O
5y sy ey oy e
be ca eah .
1. . . ok,
ol (a—b) (a.~—c.)+(b—-c)'(b—a)l (c—a)(e—b)
62, 1+2a 1—2a , 8a Indicacién:
1—2a 14-2a (1—2a)* Sumar prime-

ro las dos primeras fracciones.

1 4a 2
6, T 4 b+ al
i 2___1“___ By 0y
gl x——l—y X—y ' _y"'—--}f’ x4 y?
1 1 1 .
b e e e
: a—-—b | b——c C:}lz
i T e e e
67 3-2+.3-b i a‘""*b‘ i E‘.
" a’+b’ ab+b? a
68 MH3x10 w6 iy 2
LG xt+4x—5 " x*—4x+3
69, XY H2x+3y 46 xy—2x—y+2

70.

7

-

72.

b

73.

Xy +2x—y—2

: 1x
1—a?’ (1_—a a0 1+-a.)

Cxy—2x4-3y—6

.(y,+1+§:) ( fls Oy

..‘

(1+5) 0—5) (h)'

XY .

bipalbe

xL..*.yt
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Redueir a fracciones simples:

74. a) 2+§, b)2+2+*, ) e S

et
24

75.

76- e,

R

78 a—3

24—

1
2+1}

=y

Encontrar el valor de
e el e G
: 1 ; 1
1+ - 1— =
8 a
2
T G T
a+1 a—1 { _I_l
B
_ I
3 (‘:a-"— ~)
9/ 1
.3 Pl e i AN
3a+1 +3
o
2 ‘ B ;
8 1 1 1
S T = S
a at
-_ 1 1 LR
83l St :
a W 3+é 3 —
a-{—s ;
I fa? 4at | | l—az
84, i o
a a 2a
o + el e

Resolver las ecuaciones:

BB g
85. 23\: —.57—4]2 + 'l_ix 3




e
86. a(1—x)—b(1—x) =e(1—x).

87. 9y+4-5 it 3y—bly—T71 _ 16y—T7,

6(y—1) 18(y*—1) 9(y+1)
a b il adkb
B 5 T ita T x+2b
_ ad—be,

& C
eve o T Ay Tma
ca?+bx? !
TR

99. (a+x) (b+x) —a (b+e) =

ax+b 4 ax+b _ 2ax+d + %

b ¢ cx+b 2

93. s.(b—x)+ab( ) —-(a-{-x)'

94. (E +2)_ '%"—1)+i:-l(x-—2__b) (@x—b) = (3;5 + 1)’—4,

95, x*—4x+5
x?+6x+10

G

_ X X
e e el
! a b ity a'+b'
o x—a i x—b x(x—ﬂa—b)+ab

2 14 10 6
- L Lt
X+2 o x+]0 x'+6-.‘.}‘ x+14
g9 ¥—1 x-3 x99 x4
e T e e i
T
o
3
100, _ b
10 i = |
101, 5+ _‘3.]_& 4 27?
L -
102. i e i
Bl e ]
S o
L 2
X X
1 1
! o iy
1 1
S
X X 4
103, S
l—x 24-x
_ 1+x
L i e S
X1 Xx—b X0 ! U
105. ;Qué valor debe tener k en la ecuacién:

para

P G

bx +kb—1 -+ —’E‘: =0.

que su incognita sea igual a ab?
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106. x — 2"0‘,;”3 c 3,3;-

107. Compruebe que 3
——1—~—— o R menor que 5.
3+3 o _ 4+I:|'-§ |

108. Si % g,- calcular el valor de 3ab;bi=-_.

109. Si2= 2 calcularel valor de® —8b +——

b 5' 2b a+b

110, Repartlr E° 801 entre cuatro personaé'-
en razon inversa de sus edades que son 20, 25, 30
y 40 afios, respectivamente.

111. Las edades de dos personas son 23 aﬁos-..-;,
y 40 afos respectivamente. Se desea saber dentro
de cudntos anos sus edades estardn en la razén
2 :3.

112. 81 4:5
: 2:3
3aq

Se pide a) la razén entre a, b, ¢, d. b) Calcular
~ sus valores si 2a—b+2¢—d =50. 5

113. 81 obreros trabajando 8} horas diarias
durante 30 dias han excavado un foso de 1530 m
de largo, 1,5 m de ancho y 3,5 m de profundidad.
Se pide la longitud excav&da por 54 obreros de |
la misma actividad, trabajando 8% horas dia-
rias durante 54 dias si la excavacion fuera de 2 m
de ancho y 3% m de profundidad.

a:b
‘a:d
d:e

S
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114. Una cantidad m aumernta en k. Se pide:

a) lxpresar ese aumento en tanto por eiento.

b) Caleular k de modo que corresponda a un
209, de aumento.

115. Una persona vende dos objetos en I° 600
cada uno. Si el primero lo vende con 209, de ga-
nancia y el segundo con 209, de pérdida, jqué
tanto por eciento gand o perdid en la operacién?

116. En una aleacién de zine, cobre y est,aﬁ-o,
el zinc es el 609, del cobre y éste el 409, del es-
tafio. Calecular la cantidad de cada metal que hay
que fundir para obtener 123 toneladas de alea-
cion. :

B I ; a c,
¢ demostrar que ¥~ %= 8+ ¢

R

B ned




CAPITULO VIII
REPRESENTACION GRAFICA

1. Determinacion de un punto sobre una

recta. .
S2 elige, en primer lugar, un punto origen
sobre la recta, y a partir de él se aplican trazos

iguales en ambos sentidos: uno de estos sentidos

se elige como positivo, el otro es el negativo.

0 A

L gli i + "
y 1 ¥ t =t U e >

A cada punto A de la recta se hace correspon-
der el nimero x (entero, fraceionario o irracional)
que mide la distancia OA. Ese nlimero x es la
abscisn del punto A. Se eseribe A(x).

La correspondencia entre puntos y nimeros es
biunfvoca, es decir, a cada punto corresponde
una abseisa v a cada abseisa corresponde un
punto. -

Ejercicio:

Representar los puntos A(3), B(--2), ((2,5)
v D2y,
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2. Determinaci6n de un punto en el plano.

La ubiescion de un punto en un plano necesita
dos datos. Estos datos pueden referirse a dos
rectas perpendiculares que dividen el pluno en
cuatro partes o cuadrantes, que se denominan,
segin la figura, [, I1, 111 y 1IV.

El punto de interseccibn de las rectas es el

origen. Se aplican, a partir de él, trazos iguales
en ambos sentidos en cada recta.

Ya
i1 i
F-
BF-=-=
3
{
(o] A X
It v

El eje OX se llama eje de las abseisas v el eje
QY se llama eje de las ordenadas.

Por cada punto P del plano s¢ trazan las pa-
ralelas a los ejes. La paralela al ejo de lus Y corta
al eje de las X en el punto A, OA es la abscisa de
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P. La paralela al eje de las X corta al eje de las
Y en el punto B: OB es la ordenada de P. Los
nimeros OA=x y OB=y son las coordenadas =

de P. Se denota: P(x. y).

Por ejemplo, las coordenadas del punto C se =
eseriben C(2, 3) Andlogamente se tiene D(—4, 2),
E(—$8,—9), F(5—3), G(6,0) y H(0,—2). Las i

¢oordenadas del origen son 1guale=; a cero: O(0, 0‘)

N 3

5

S P |

e o

=

) ezt bl

Ejercicios.

1. Representar los puntos: A(2, 5): B(—2, 5):
C(—2, —5) v D(2, --5H).

2. Dibujar el tridngulo cuyos vértices son:
A0, 0), B(8,:0) y C(4, 6). jQué clase de tridn-
gulo es?

==

3. JQué clase de Llidngulo es aquel cuyos
vértices son A5, 0), B(0,5) y C(0, 0)?

4. Los vértices de un cuadrado ABCD son:
A0, 0) y B(0, 7). ;Cudles son las coordenadas
de los vértices Cy D?

5. Calcular la superficie del trifngulo eon
vértices A(2, 0), B(10, 0) y C(4, 8).

6. _Calcu_lar ld, superficie del tridngulo con
vértices A(4, 3), B(12 3) y C(6, 11).

7. Clasificar segin sus dngulos al tridngulo
de vértices A(—6, 2), B(5, 2) y C(—8, 10).

8. El centro de un cuadrado es el origen del
sistemsa de coordenadas y el vértice A tiene coor-
denadas (—9, 0). ;Cudles son las coordenadas
de los otros vértices?

9. El centro de una circunferencia es A(0, 0)
y su radio es 10. ,Cudles son las coordenadas
de los puntos de interseccién de la circunferencia
con los ejes?

10. ABCD es un frapecio isbsceles. A(l, 0),
B8, 0) y C(3, 6). ;Cudles son las coordenadas
del vértice C?

3. Representacion de funciones.

Si el literal ¥ no representa ya un niimerode-
terminado, sino que puede tomar todos los valores
de cierto intervalo, se dice que y es una variable.

Si y depende de otra variable z, de modo que
los valores de y estdn determinados por los va-
lores de z, se dice que y es funcidn de x. Se escri-
be y=f(x). z es la variable independiente ¢ y es
la variable dependiente.

Se dice que y es la imagen del elemento z por
la funcién f.
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f(x) puede ser una expresion matemdtica cual-
quiers. Por ejemplo, en el movimiento unifor-
memente acelerado, la velocidad es funci6n del

tiemapo
' v={(t)

El grifico ex:

y la expresién matemdtica es
v=vidat,

Para representar graficamente una funcién es
necesario tener varios puntos del gréfico. Se ob-
tienen dando valores numéricos a la variable in-
dependiente y caleulando los respectivos valores
de la variable dependiente. A continuacion se
unen los puntos por una linea continua.

Ejemplo 1.

Sea la fum-u’m y=xt42x

Entonces, para x=—3, y=(—3)!4+2 . (—3)=3
x=—2, y=(—2)+2: (—2)=0

V] G RS e
» x=0, 'y=042.0 =0 |
3 b, =1‘- =1' : 2 | = )
» -x=3’ . y= 3t+2 3 a%i
» x=4, 4l+2 4 X -t . | J
ete. o : Sea la funcién y=2x.

Estos valores se pueden indicar mds comoda- taln o o

=

mente -mediante una tabls de valores: TR R

S A e g e [ i e e e U i

y|—4|—2|0 | 2|4

w3 al-alof 3]s sl




+

Si se forman lag razones y—‘,"—r‘f, s éstas
X1 X2 X

son constantes e iguales a 2. Mediante la geo-

metria elemental se demuestra que los puntos

P, P,, P.... estén en linea recta. Entonces, la

ecuacion
y=mx

en que m es una constante, representa una linea
recta que pasa por el origen. Pasa por el origen
porque la ecuacién se satisface para x=0, y=0
que son las coordenadas del origen. -

Si las ordenadas se aumentan en n, la nueva
ecuacién es

Y=mx-+n )

que representa una recta paralela a la anterior.

Una ecuacion de primer grado entre dos variables
representa una lineo recta. ;
La forma m4s general de escribirla es:
ax+by+e=0
en que a, b y ¢ son constantes.

Ejercicios.

Representar graficamente las rectas:
. 3Xx+4y=12.
x+2y=6.
7x+2y=14.
Tx—2y=14.
. X+y=0.
x+4  y+1
5 T g d

Dibujar la recta para los cuales x=4.
8. ;Donde se encuentran los puntos para los
cuales y=3?

BN S AN
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9. Comprobar que la ecuacion del eje de las

X exy =0,y que lueeuncion del eje de las Yesx =0.

4 Resolucién grafica de un sistenia de

dos ecuaciones de primer grado.
lin un sistema de primer grado en x ¢ y, exis-
te sOlo un par de valores de x 6 y que sutisfacen

el sistema. Existe, en consecuencia, un solo punto
comiin a las dos rectas que corresponden a las

ecuaciones..
Ejemplo:
Sea el sistema
2%+ 38y =12
3x—y=17

Se dibujan las rectas Li: 2x+3y=12 y L,:
dx—y=7. Las coordenadas del punto de inter-
secci6n de las rectas es la solucién del sistema,

Ejercicios.

Resolver prafizamente los sistemas:

1.

10.
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11. Un tridngulo tiene como lados el eje de

las abscisas, la recta y=x y la recta 4x+5y = 20.
Claleular las coordenadas de sus vértices.

12. Las ecuaciones de los lados de un fridn- 1

gulo son: x=0, y=0, 5x+2y=10. ;Qué clase
de tridngulo es? Caleular sus vértices.

13. ;Qué puede decir de las rectas 3x+2y=6 |

y 3x+2y=10? Haga el grifico correspondiente.

14. Dibuje el grifico de las rectas 6x+y=7 3
v 12x+2y=14. jQué caracteristicas tienen las

rectas? ;Por qué’

SEGUNDA PARTE

Correspondiente al quinto afio
de humanidades.

CAPITULO IX
Variacién proporcional

1. Definicién. —Una magnitud A varia di-
rectamente proporcional con otra magnitud B
st los valores correspondientes de A y B estén
en la misma razén. Por ejemplo, son magnitu-
des  proporcionales el camino recorrido por un
vehfculo con velocidad uniforme y el tiempo
empleado en recorrerlo,



Sioa, 8., a pertenecen al conjunto A y by
b by, son las valores corvespondientes del oo
jnto B, se tiene por defineion: "

Syl S o
LR
stendo k una constante.

Entonces, generahzando

A
e
0 Sea, S N T
A k se le llama constante de proporeionalid:

K

En el ejemplo citado anteriormente s = k. t,

k es la velocidad. :
2. Definicién. Uua magnitud ' varfa in-
versamente proporcional con otra magnitud D

s los valores correspondientes de ' son diree-
- tamente proporcionales a low valores recfprocos

de’D.

Sean ¢, ¢, ¢ valores de la magnitud C y dy,

ds, d:, los valores correspondientes de la Inag-
nitud D, segin la definicion:

WL GRIG l ©
‘]| ; dg d:,_

(y 20y 20 =

En general ' = k - I})-dmu‘]'_.e-k #5 una constante.

3. Definicion. --Una magnitud A es direc-
tamente proporcional a varias otras silo es a su
producto. Sean B v (' las otras, entonces:

A=ksB.

Por ejemplo, la superficie S de un trisngulo
varia proporcionalmente con un lade y la altura co-
rrespondiente.
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) L
S=2a:l
5 1
La constaute es, en este caso, l

2
4. Definiciébn.—Si A varfa directamente pro-
porcional & B y € e inversamente proporcional
a D y E, entoneces:
: B.C
A=k
D-E

Ejemplo: La fuerza con que se atraen dos

cuerpos de masas m; v . colocadas a la distan-
cla roes e
3 Pl m; «m-

: r
k es la constante de gravitaciébn universal.

Ejemplos de ejercicios.

a) 81 x es proporcional a y y x = 20 cuando
y = 15, encontrar el valor de v cuando x = 16.

Segiin la definicién

! 20
15 \d
resulta g=0] 2 !

h) Si a es directamente proporeional a b ¢ in-
versamente proporcional a ¢ y a = 4 cuando
b = 12 y ¢ = 15, caleular el valor de a para
Bi= 21 ¥ 0=35

Fli— k - -I-l
¢
Se puede determinar la coustante de propor-

cionalidad k sustituyvendo a. b y ¢ nor los valores
dados.

16
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12

4 — k . 1_5

resulfa k=25
Para caleular el va‘lo_r2 pedido se sustituye

: 21 '

a — 5 . 35

da como resultado a = 3.

Ejercicios.
1. 5i x es directamente proporcional & y ¢
¥y = 5 cuando x = 8, calcular el valor. de.
cuando x=12. I
2. x es proporcional a y. Si x = —14 cuande
v = 4, calcular el valor de x cuando y = 6.
3. a es Inversamente proporcional a h. S
a=24 cuando b=16, encontrar el valor de :
para b=8§. B _
4. A es proporcional a By a (. Si A =4 cuando
B=3 y ("=6, encontrar A cuando B=10y C=9.
5. x varfa conjuntamente con y y z; x
cuando y=>5, z=7 Fncontrar y cuando x=35
y z=2. B
6. A es directamente proporcional a B e in- |
versamente proporcional a (. Si A=9 cuando *
B=25 y =20, encontrar el valor de A para |
B=27 y (:=18.
7. X es inversamente proporcional al cuadrado |
de r. Se sabe que para r=6 x=16. ;Cudl es ol |
valor de x para r=8? - g
8. El drea de un cuadrado es proporcional al =
cuadrado de su diagonal. Si la diagonal es 8 el
drea es 32. ;Cudl es el drea si la diagonal mide 127

9. La intensidad de un sonido es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia a la
fuente sonora. (A cudnto se reduce la intensi-
dad al alejarse al triple de la distancia?

10. El- volumen de una pirdmide varfa con
la superficie de la base y eon la altura. El volu-
men de cierta pirdmide es 75 m* siendo su base
un cuadrado de lado 5 m y su altura 9 m. Caleu-
lar la constante de proporeionalidad.

11. Los espacios recorridos por un cuerpo que
cae libremente son proporecionales a los cuadri-
dos de los tiempos empleados en recorretlos.

l Cudl es la constante de, proporcionalidad?

12. S=4x 1* ;Qué le ocurre # S s 8) r se tri-

plica; b) r se divide por 10?

13. V¥ = f;r ' jQué le ocurre a V sioa) rose

duplica; b) r se divide por 5?
14. 1 = g": JQué le ocurre a T s a) d se tri-

plica; b} d se divide por 107

Gréfico y estudio de la funcién xy = k,
K«

‘Distinguiremos dos easos: k>0 v k<

Ejemplo del primer caso
6
Y=z
Tabla de valores:
5 182 ; Al ;
12-15° 2'3 6' |6

_2.3'4;5
3 1
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Se observa en el grifico que la curva se acerea
constantemente a los ejes. :
Al aumentar x cn valor absoluto, los valores

de y tienden a 0. Fn efecto. la fraccién g decr:
al aumentar su denominador.

Sl una curya se ucerca a una recta, siendo
tangente a ella en un punto del infinito, la recta
se llama asintota de la curva. Los ejes de coor-
“denadas son las asintotas de esta curva.

Toda ecuacion de la forma xy =k o y =

tiene como grafico una curva que recibe el nom-
hre de hipérbola. Es una hipérbola rectan-
gular porque sus asintotas son perpendiculares '

entre si. . . .
Otra propiedad interesante de esta curva es

el ser simétrica con respecto al origen del sistema
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de coordenadas. Analiticamente se muestra esto
porque al cambiar (x, ¥) por (- x, —y) la fun-
¢idn no cambia. )

Es también importante hacer notar la diseon-
tinuidad de la funcion para x = 0. Al tender
x a 0 por valores decrecientes la funcién tiende
a+ « y al tender por valores crecientes (desde
valores negativos) la funcion tiende 2 - ». La
funciébn no estd definida para este valor de x.
Una funcidén de una variable x no estd definida
para un valor de x, si para este vz'er de x, no
tiene un valor bien dete: minado.

Valores importantes: : _

Siox tiende a4 =, v tiende a 0 por valores
positivos.

Si x tiende 8 --«, ¥ tiende a 0 por valores
negativos. '

En el segundo caso. k negative, los valores
importantes son: ¢ _

Si x tiende a 0 por valores positivos, y tiende
a4 —x.

31 x tiende a 0 por valores negativos, v tiende

a + @ .

Si x tiende a+w, v tiende a O por valores
negativos. :

St x tiende a —, y tiende a O por valores
positivos. i



be abreviadamente 4: y se lee 4 elevado a 3, 0,
mds brevemente, 4 al cubo. y

tencia, y consiste en repetir un nimero como 3
factor eclerto mimero de veces. El factor que se
repite se llama base (4), el ntimero de veces que *
la base se repite se llama exponente (3) y el re-
sultado se llama potencs
debe ser, s
¥y positivo. (Ejercicios 1 a 7).,

.a5 i

CAPITULO X

Potencias.

34. Definicién.—El producto 4 . 4 . 4 se escri-

La operacién que resulta es la elevacién a po

55. Multiplicar potencias de igual base.

a‘=aaaaaaaa=as, segln definicién,
En general,

a (4'=64). El exponente
egin la definicién, un nimero entero
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=aas. .. (m+n veces)
=a™"* luego

8" . a'=asa. .. a (m veces) . aaa. .. a (n veces)

Teorema I.—Pgrq multiplicar potencias de igual
base, se¢ eleva la base a la suma de los exponentes.
(Ejercicios 8 a 17).

Como una igualdad subsiste al cambiar el
orden de sus miembros, resulta del teorema an-
terior, que

a”th=g2 | a0 luego
Teorema 1. (Recfproco).—Una polencia cuyo
exponente es una suma, es igual a wn producto.
de potencias de igual base que tienen de exponentes
los sumandos, respectivamente. (Ejercicios 18 a 20).
56. Dividir potencias de igual base.

asaasaan
aaang

8¢ g = —=a, por simplificacién.

En gehe'ra_l,

(8% 1 at=a"Tt norque a® . a" " =a": luego

Teorema III.—Para dividir potencigs de igual
base se eleva la base a la diferencia de los exponentes.
(Ejercicios 21 a 34).

Del teorema anterior resulta:

al=gt e —pt gt
Yy 8% =a" : a* luego _
Teorema IV. ( Reciproco).—Una potencia cuyo

cxponente es una diferencia, es igual a un cuo-
ciente de polencias de wual base, en el cual ol




aividendo liene de exponente el minuendo y el
divisor el sustraendo. (Ejercicio 35).

57. Potencias de exponente cero y de expo-
nente negativo.

En las aplicaciones del teorema Iil, expresade
por la relacion; 3

e gt =g

se pueden presentar tres casos, segin la relacién
entre los exponentes m y n. o

1. caso: m>n. La diferencia m—n es un ni-
mero entero y positivo; satisface las condiciones
del exponente. i

2.° caso: m=n. La diferencia m—n es igual
a cero. Una potencia de exponente cero no se
puede explicar por la definicion de elevacién a
potencia. : i

Como el cero proviene de la diferencia de dos
cantidades iguales, por ejemplo, m—m=0, se
puede escribir: i
| al=g™ "

=a" : a®=1 (Teor. 1V).

El mismo resultado se obtiene de:
4™ ptiies ar 0o pm (Pegr. 71}
De donde: a*=a™:a™=1; luego
L'na potencia de exponente cero es igual a la
untdad positiva. i
3. caso: m<n. La diferencia m—n es un
nimero negativo; no satisface las condiciones del
exponente.
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Un nimero negativo proviene de restar un
nimero de otro mayor, por ejemplo, —3=0—3:
De modo que:

0 s
SRR D S _ T
a. & at aa- (a) (TGOI‘. IV)
0 \?
ey B a* at ( a )' luego

Una potencia de exponente negativo es igual al
valor reciproco de la base elevado al mismo expo-
nente posilwo. (Ejercicios 36 a 45).

58. Multiplicar potencias de igual expo-
nente y elevar a potencia un producto.

a’. b* =aaa . bbb
= (ab) . (ab) . (ab)
= (ab)
En general, :
a® . b™ =asa .. a (m veces) . bbb... b (m veces)
=(ab) . (ab) . (ab)... (ab) (m veces)
= (ab)™: luego :
Teorema V.—Para mulliplicar polencias de
gual exponente, se eleva el producto de las bases al
erponente comun. (Ejercicios 46 a 54).
Del teorema V resulta:
(ab)t=ar . b
¥y (ab)"=a".b"; luego

Teorema VI. (Reclproco).-——Para elevar a po-
lencia un producto, se eleva cada uno de los factores
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y se multiplican las polencias que resultan. (EJer-

cicios 55 a 59).

59. Dividir potenciaa de igual exponente y
elevar a potencia un cuociente o una fraccién.

aaa
a': b= "EEE' (Def)

. = (Producto de fracciones) |

‘b
S
Ln general )

o (

puesto que:
b (

c‘[sn

I

o

) =a"; luego

GC

Teorema VI1.—Para dividir potencias de 1gual
exrponente, se eleva el euociente de las bases al ex- 4

ponente comin. (Ejercicios 60 a 68).

y 3
e L
(MB") G (Def.)

"-b_hb (Multiplicar fracciones)
a?

=b—:-_

s 428 (e

Andlogamente:

im luego
b bmr eg

Teorema VIII.—Para elevar a potencia un
cuociente o una fraccién, se eleva cada uno de sus
términos y se dividen las potencias que resultan
en el mismo orden. (Ejercicios 69 a 75).

60. Elevar una potencia a potencia.

(a? =at , a'. a* (Def.)
. =athine (Teor. T)
=g

En ger!él'-a.l;
=gmtmtm+t. . . 4m (n Veceg)
=amn. luego

Teorema IX.—Para elevar a potencia una po-
tencia, se eleva la base al producto de los exponen-
tes. (E]ermclos 76 a 86).

Cambiando el orden de los miembros de la tesis
del teorems anterior, resulta:

a'? = (a%)t=(a")*
.amn £ (a.m)n I (_al‘!-)_m; luego

Teorema X. (Reciproco).—Para elevar un nu-
mero a un exponenie que es un producto, se eleve

sucesivamente a cada uno de los factores en cual-
guier orden.

61. Signo de una botencia

Toda potencla de un ndmero positivo debe
ser positiva, segin la definici6n.



et P
Para potencias de base negativa se distinguen A
dos' casos: 1.° potencias de exponente par; 2.° &
potencias de exponente impar. e
1. caso. Un ntimero par se expresa por la |
férmula 2n, siendo n un nimero entero.
(—a)% =[(—a)" (Teor. X).
Como ¢l cuadrado de un nimero relativo es =
siempre positivo, puesto que es el producto de &
dos nvmeros del mismo signo, resulta:
(__.3}211 =_[.(-_—-a.)’l“=(+a:"')" .
_ = -4 970 (Tecr. IXY; luego
Toda potencia de exponente par es positwva
2.2 caso. Un niimero impar se expresa por la
féormula 2n+-1. :

Gra s Gl el UToor TL)
= +a® . (—a) (1. caso)
= - _gntl (Teor. 1 y sig

no de un producto); luego
Toda potencia de ezponente vmpar tiene el sign.
d lo base. (Ejercicios 87 a 98).
Observaciones. 1.* Los teoremas sobre po-
tencias de exponentes positivos subsisten pars
. potencias de exponentes negativos, lo que se de-
muesira f4cilmente aplicando la definicion d
potencia con exponente negativo,” v en seguida,
el teorems correspondiente de potencias cot
exponentes positivos. i
2.* Si todos los términos de una proporci
se elevan a una misma potencia, resulta una nue- &
va proporcion. .
St a:b =c:d es una proporcién, lo es tam-
bién: 8 :b"=¢:d" i

3 -

porque si con cantidades igﬁa.le‘s se ejecutan
operaciones iguales, los resultados son también
iguales. '

tijercicios.

1. Escribir en forma de potencia: a) 3.3.3.
3.3:0)y.y.y.¥y.y.y.y;c) x.x..X; (p veces).

2. Desarrollar las potencias: 6¢, 7%, 2¢, u".

3. ;Cu4l es la potencia de base 10 y de expo-
nente 47 ;ldem de base p y de exponente x?

4. Calcular: 8, 5, 9* 3*—2¢ 2¢44°

5. Calcular y comparar: 2* y 3% 5 y 3%, 2' y 4%

JQué se deduce-de este ejercicio?

6. ;Cudl es la diferencia entre (16+4)* y 16*
+4? ;Idem entre (10—3)* y 100—3?

7. Caleular a*, si a=4 y n=6.

8. 24.9': 3.3 5,5
9 ata b ibytiet e

10. detd | g+t . !n'.h'—air_ : mlx-l*'i:r
11. prr-——ﬂm i pSHm g p‘; xl.i-*--n y yn‘——o_ll i xl-—-i i yn—a.
4 2 '
12. lja%x’ .—5--8,‘:-;’ - 3 8x; 43a’b* .%a‘b' . '—ga'b‘.-
13. s e S
m+n m—n ' ¢*  a%h*’

Ly YR xteye  meeges s

A zh—?'. zl+9 L phr-—-ﬂ % m4y—':ns-—r

15. (x*+x)x!; (a*—a"a’,
16. (an.+an—l_+an+3+an-3)a:'

7 —ALGEBRA



17. Expresar en un solo cuociente:

dEl ] | 1 2 3
Mt X b) 26x°  39x° ~ 6x*
: x:. A y.i g a 1 L.

x—y*’ 6(a+b)*

18. Expresar en producto: a) x**': b) y**4;
c) z-+b+l i
19. Descomponer a) x* en un producto de
dos factores; b) y' en un producto de tres fac-
tores; c¢) 2" en un producto de cuatro factores.

20. Calcular, descomponiendo en factores: 2°,
3[0 412 53 61‘

21. 5% : 5% 8T Y. 1012 ; 108,

22;a%  ari et s At e oy
23. (a+b)™ : a+b) ™ 4wy’ : 5 2xy
pp Sxhy)r ) Bdalbt o 06xfyt
C B(x-by)R i 28athrt  odyEgt
:xa 8':l+:l| Xm+°
25. a0 art? } X7
Boto T
RN a R R

27. Caloular: a) 11, si 11'= 19487 171 y 1=

28. (x"-{-x“’) (10 4x‘-—6 Jx“ 1 31\‘

=108 —

29 (352°—87a'+54a) : (7a*—9a').
3. iy =y (y') 1 G—y)
(reneralizando este ejercicio, resulta que:
La diferencia de dos potencias de igual expo-
nente es divistble por la diferencia de las bases.

31 (xt=31) o (x+y).

La generalizacion de este ©Jereicio expresa que:
La diferencia de dos potencias de igual expo-
nente par es divisible por Ia suma de Zas bases.

32. (x'+y"). XAy

Uonerahzando este ejercicio resulta que:
La suma de dos potencias de wual erponente
impar es diisible por la suma de las bases.

(Qué ley se observa en los resultados de los
tres ejercicios anteriores sobre los exponentes de
las potencias v sobre los signos?

33. Eseribir sin cé!dxlo los resultados de las
divisiones sigutentes:

al (e yh o le-vie )i ahet) 8 (xty)

e) (x==y%) t(xay); d) (xTyT) (x4 v).

34, D%mmpcmer en  factnres: a*—b'; x'—1:
) ?a'+64b’ 256x'-—81y*.

35. Expresar en formsa de cuociente:
N S i L e
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36. 2° 4°—2°, 7°+9°,

37..15% . 30900+ 49 gms i gmrm
38. 'x39+2t__1 . xitﬁ-ﬂp.

39. 42, 271, (B, (1D

A g gt gkl 2 98
41. 5% . 5% 10° : 107

42. (A7 . (B, ) : @

Hacer c-lesa.pa,r.ecqr los exponentes nega,tivos
88 expresiones siguientes:

43,

a5 6 o

538‘_3b0mf-§p' : 1 5a-~4b—2c——13qu

44- laclod!n_lq_s P 26d6m6n_7p_3 i

" gSmp—2mt1 ' a—im+1 pd
P Y e ¢ g—m—s

46. 5.7 25°.4%; 1503
47. 4.(1D% 2,54.0,44;(3;-) . Y.

48. 2°.9%. ()% (®)"

3
' 2m—3n f Sp—-Tq i
49. o—Tq '\4111_ ﬁn) 2at.

50. (a+b) . (a—b); (2a-+3b)™ . (2a—3b)".

51. (Txy—14y)®* . (Gy).

52.127° . ADH @M. 7 (Apt. Ay
53. (19 . (1% (79 . (AH% @p)* . 4P =

nfe’p gt 4% 3'm th

54. Calcular 15°, aprovechundo 3'=27 y 5

=125.
55. (2a)*; (3xy)*; (18ab)".
56. (3abc)?; (4abx)®; (5mn)*.
(3ab)* . (5¢)* . (4d)
" (5cd)t . (6a)' . (4d)*
58. [B(x+y)i*; [5ab(2c—d)].
59. 38:=(19 . 2)*=361 . 4=1 444.

Calcular del mismo modo 347, 48, 54% 12
28?, 75% -

5

o |

60. 35° : 7*; 48 : 16%; 60* : 15%.

62. 600° : (668)%; ' 156* : (15))".

63, ()77 . (). Cy) T +2r) 7 (209
5 (233) (155";) P G23ef @b
g5, (bl (75xz—10y2)*

' (a—b)* ’ (162)7

67. (36a*—25b%)? : (6a+5b)".
68. (64x*+80xy+25y%)" : (8x+5y)".




69. ()% (D% )

70. (305 (0,25)°; (0,4)%

o B et € Bt 4 D B

72. 02571; 0,06257%: 1 :0,1257,

6 a J 4
- 53 —ZE' i le
/3. (EE) (3a) ' ( 35c)'

74 (3x- PN (3 - BDTHEE W)

75. Reducir las expresiones siguientes a su

'orma m4és sencilla:

a) _3.&.}_)- ;
el Gedi
a-+b v

& - @
(&) - (1)

1

¢)
76. (2% (as)s; (5x%)".

78.

on

@@ (e )
(ﬂb)‘. : K™ i a® I’

m+n)' (p—q\ (p+d\ (m-n) &
m—nJ " \p+q) "\m+n) ‘\p—q )

e 1100 (e

(). (%) () (2

80. (a7)7% (a7 (B!

81. Expresar 25°, 16°, 27%, 81, en potencias
de base 5, 2, 3, 3, respectivamente. ,

82. Calcular 3% aprovechando 3°=27.

83. Calcular 2", 4%, 5%; aprovechando el teo-
rema de potencia de potencia.

23?4. ¢Los cuadrados de qué nimero son x',
v

85. Descomponer x*—y?® en un producto de
dos factores. .

86. Idem a'>—b™,

87. (=2 (2) (—2)'; (—2)"

88. ()1 (—3); (—3) ()N

89. [(_8)313, (ﬁa3)-l; _(_a_)n+:. A (—E)"_'.

90,1 (—x)R (¥ St L (b)Y

91. (—1)! + (—1)? + (—1)* + (—D)*.

920 =B (=)

9B 1) — (0 (g ()t

94. (—2a%)* + (—2a%)* — (—2a')® 4 (2a%)".

95. (—3)* +I(—3).

96: (1Y (=2 = (g4

97. Calcular x*+10x2+35x*+30x+24 para x
=—1], x=—2, x=—3 y x=—4.

98. (a—b)* : (b—a)* 4+ (a—2b+3c)® : (2b
—3c—a).




CAPITULO XI

RAICES.
62. Definici6n.—Calcular el valor de la in-

cOgnita x en la ecuacibn z'=9 es buscar un |

nimero que elevado al cuadrado, es decir, que

multiplicado por sf mismo, sea igual a 9. Este

nimero es +3 y —3, porque (+3)*=9 y (—3)*=9.
El valor de x se anota asf:

_ X= +vV 0= 43
y se lee z i’_guai.a. mds menos ratz cuadfada--de.‘!.
En la ecuacién: |

x"=c

se trata de buscar un nétmero z que elevado a n,

sca igual a ¢. El valor de x se indica asf:
x=ve

y se Iee z 1gval 6 ratz n de c.

La operaciébn que se ejecuta para determinar
el valor de x en estas dos ecuaciones, se llama

exiraccién de raiz y consiste en caleular la base de
una polencia conocida, conociendo también el expo-
La potencia conocida se llama cantidad subra-

dical o radicande (9 y c en los ejemplgs) ; el expo-

nente es el grado o indice de la raiz (2 y n), y la
base que se busca, o sea el resultado de la opera-

cion se llama raiz (+3 y V). El signo de la’
extraccion de rafz es V| (radical). El f{ndice 2
no se escribe y la rafz de indice 2 se llama raiz
cuadrada.

Asl Va se lee raiz cuadrada de a.

La rafz de indice 3 se llama reéz cibica.

La extraccion de rafz es una operacién inversa
o contraria de la elevacion a potencia. Por esto
un ntimero no altera si se extrae rafz y se le
eleva a potencia de exponente igual al fndice de
la rafz; por consiguiente, las identidades que
siguen contienen la definicién de raiz.

() e

(\/E" e

L. Escribir: rafz cuadrada de 16, rafza cibica
de 8, raiz cuarta de 16, rafz quintze de 32.

«Qué significa cada una de estas rafces?

iCudl es el valor de cada una de ellas?

Nombrar el radicando, el fndice v la rafz en
cada ejemplo y nombrar tawmbién el término
correspondiente de la elevacidor a poteniia.




2. =25 \/25= +5. Anotar los cuadrados.

de los nimeros de 1 -a 20; anotar y calcular la

rafz cuadrada de cada uno de estos cuadrados.,

Repetir el jercicio oralmente an cunlquier orden,

3. Anotar los cubos de los nimeros de 1 a 10;

anotar y caleular la rafz ctbica de cada ung de
estos cubos. _

Repetir el ejercicin en cunlquier orden:

4. Indicar el valor de X, ¥, 2, u, t, en las
igualdades:

x*=p, y'=h, g"=e¢, u=f, th=a.

5. El cuadrado de x es 81. ;Cudnto vale x?

El cubo de y es 1 000. ;Cudnto vale y?

La cuarta potencia de 7 es m. (Cudnto vale z?

La décima potencia de x es u. «Ludnto vale x?
4

6. (A cudnto es igual 34, si _i_/§__f=3_?

¢A cudnto es igual 212, si Va4l =217

éA cudnto es igual m®, s Vy =m?

7. Calcular v169—25; v/160 —v/25,
V64+36, V64 + V38,

8. Descomponer 256 en ocho factores iguales
entre sf. jCudl es el factor?

9. (Qué ntimero elevado a 6 es 15 625?
1 40008 i 3 LY
10. A cudnts es igual v3, V4, V& (V7)*?
Ry il 3 ——— 3 — 3 e
1 vaoval Vel oaa

— 208 —

12. ;Por qué nimero se debe muliiplicar v3~
para obtener 3? ;ldem Vx para obtener x?

A i a 6 .
13. (A qué es 1gualv_,§'—; \/b_-:'*_c

14. (Cudl es el cuadrado de /5, de Vim, de
3v2, de 5V7, de 6V10, de 4va?
15. Calcular: (8 + V11) (8—V/11);
(VI5+VT) (V15—VT);
(5v2 +4v3) (5V2 - --_4\73"}‘.
16. Desarrollar: (10+v3)?; (7—V10)%;
. (15—6V/5)2.
17. Descomponer x—y en un producto de dos
factores binomiales, -

! 3 meiniy S AL
18. Va*—vb'+ (Vo) +vh' —
—(Vd)*— (VI —vbY)].

3 7

T
S :
6a—3b 7b—13a}.
i \/(sa—:és) i \/ 15a-6b)’
(Vx*+y")? : V(x+y)t

20. La superficie de un cuadrado es: _
a) 100 m?; b) 196 m?; ¢) 324 m?*; d) 400 m?.

Calcular la longitud del lado. :
21. La altura de un tridngulo, cuya su;.}erficie_
es 361 m® es la mitad de la base. Calcular ls base

y la altura.




et

22. La. hipotenusa de un tridngulo recténgulo

mide 25 m y uno de los catetos mide 20 m.
(Cudntos metros mide el otro cateto?

63. Extraer raiz de un producto.
VIB.9=vIH=12 | ab=(VaF. (VB (Def)
V16.v0=4.3=12 =(\nfaT- \n/tﬁ” (N.c 58)

Vi6.9=v16, V0 | vab=va, vb; luego

Teorema .- Para exiraer raiz de un produc- A

to, se extrae raiz de cada uno de los factores y se
multiplican las raices que resultan.

. VALY VBT Vb,
- T a
o V16,121, 4005 ~8.27 195,
. Vda?! b VBa? x/:TsEf'
: xf-ﬁa* 4- v25b% — v’zwa L \/ﬁéb*

i IR 121p 4v 512q w~»'i"~/2?s1p"-i-1(:‘;\/64(1
. V(X -w2x'y +y‘) (a+b)2.

. Vda; vOx; \/Sy, V16z.
i v’iE; V18; v27 v/ 20.
V75, v32; vVE0; V72,

2 oo =3 & N R W B e
S
< o
m
hl-‘-
o
=4
1
{
o -
e
gl
C"J
'-d
0
<
m
‘>‘
+
(|
b
"\_
c}“r
“‘L

=
-

Extrayendo rafz n resulta;

3 a ‘2 s 3
1. Vi6; v81; vi28; v625.
12. (1) v2 4 V8 + /288 + V338. S
13 \/“+»fm+~/?§+\/i§§+\/5o7.

15 3\/8 + 2v32 + 7TV50 — 6V 162 + 9v908 +
+ 7v242.

16. Vi = vV} .3 =}V3.  Transformar del
mismo modo y reducir: V2 + vV} + V8;
VB —2vE + vV20; Vi + 5vV55 — 3VEL.

64. Multipiicar raices del mismo indic_e_.

VAb w Al Vbl . (et D
Cambiando el orden de los miembros de la
igualdad, se tiene:
vVa . Vb = vab; luego

Teorema II.— Pare multiplicar rafces del mis-
mo indice, se exirae raiz del producto de las can-
fidades subradicales.

1, VI N8 VED VNS VT
2. VB . V2i; V23 . vV24; vil . V32

{1} Las ralces son términos somejanics cuando tienen el mismo
indice y la misms,-cantidad subradicnl, y entonces se pueden reducir.




IS A R e T
3. V3 . V9; V16 . V4, \/53. \/1235. 4
4. V3a.Vi2a; Viy. Va0y; ViZx.visx.
5. V6 (V24 + v8); (V28— Vv35) . T
6. “\;”5 +2v/8 . V6—-2v6;

V6349 | v 6v'3—9.
7. VVO3+VT | VVEa-T:

a L !

VEV2 + 7 ., VEva—7.

3 b :
8. :"»"i’é-—z ) ‘;-" V12+2;

VIHVER L VIVE,
9. (V12 + 6 (18 — V&2
18. 3v6 + 4vB)*; (IvI2 — 6vaN.
S (VXFIHVEZD): (V24EVE4Va-va)
12. (V6+2vE — Ve—avit |
13. (Va-+b+ véab — Va4b—vdsh)

3. B i e e R
gl i x—2xy+y* 4xy
H. wx"-i—2.’:q,f~§-:§.f‘' | x+y +.x‘—-y”
15. (VB + VI2) (V3 — v3),
16. (VI + V38 + V) (VT — V3 + v3),
7. (VBE—VE —v3) @VE +v3 — i),
18, (VI2+VIB+v2d) (vI2 4+ & T5— v 24).

— 207 —

19. (5+2vI10 + Vi5) (3—2vVE6 + V1s).

20. (4+ V6 4+ v22) 3+32v6 — V33).

M Vi ngfg; e 1 TER

65. NGimeros irracionales.

Sea a un niimero entero. Una rafz de a no puede
ser una fraccibn. En efecto, si v/a fuera igual a

una fraccién irreductible, por ejamplo, X, se ten-
dria: J

vai—
y

Elevando los dos miembros a la potencia de
exponente n, resultaria:

F

I

8 =

b

lo que es imposible, porque un nimero entero
no puede ser igual a una fracecién: luego

Teorema I.—La raiz de un mimero entero no
puede ser una fraccion, sino un mimero entero o
un mimero irractonal (inconmensurable).

La rafz de un ntimero que no es potencia exacta
es un nimero irracional, que se escribe en forma
de una fraccién decimal de infinito nimero de




] — 208 — — 200 —

cifras decimales que no se repiten en grupos o . i ax e
perfodos. La rafz exacta de un nimero es un nu- 1. GJ = l5yJ =, 24x' y e
mero racional. | 2 3 Sy X

V/2 es un ntimero irracional; V4 es un ntmero
racional. ' ' , il 5

- 2. m { - dayio.

66. Aplicaciones del teorema II. : m

! G ,C'oc}ow en la cantidad subradical el coe- e : e
ficiente de una rafz. b g {_____________
iciente rafz 3. ay, *+Y) N iy +y?

a vb = +va'. vb = Vab.

~ El coeficiente de una raiz se puede colocar como
Jactor de la cantidad subradical, elevdndose a po-
tencia de exponenle igual al indice de la raiz.

2.* Hacer racional el denominador de una
fraccion.

4, x;[;-a;j,_ 2;)?:, 33\/_;5

5. (Va+v2).Y5-2ve;
. i . Der e e
W aeB (VB+V2) . VT2
Vb Vb.vB b
2.2 ejemplo’ =Tl _a(\/_'E—\/_t_:'—_) -
S " Vb4 e (}/b-}ﬂ/c) (Vb—+c)
_avb—ave

1.” ejemplo:

6. (2+4+V3 .Y1—4V3;

(74VB) . V54—14V 5

b—c¢
Sk 1' . a Hacer racional el denominador de:
3. ejemplo: R :

1 2 1 5

L mob D Y W ava
(Vb—Ve) (vb+rie)
_avb tave g 5.__'!_\/__134 i3 \/é“f _i"”'8!
; b“""c ; \/2— ] ‘\/3




10.

11.

13.

14,

15.

2+ V2’

6

1 12 i

41

..3___‘/5-1

3+v5' V5—1

6 27

18—v5' ViI+3’

V5
V6 —v2

VI8—V8
VI8+v8 '

Vs —2v6

4

V10+Vv7 '

Vi VB V23

Vo tv2 '

5V7 +6310 _
5V1,75-+6V2,5

6

24+ V6 — V2’

'2~K§“

V2 +V3 —V5'

VB VT +V8

V2 +v3 + V5!

3
8 x Va a
A iy 3 L] fopmi
va - Vx +vb va

V2 +vi —v3
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67. Extraer raiz de un cuociente.

(Va )"
(/b )*

&
b

Va, n
.._=3 el (Nu'g)
s | - (dE) e

E}itfa.yendo'raiz n, resulta

W _ vy
16 V16

_g__val
\’-b—————— uego

vh

Teorema IV.—Para extraer ratz de un cuo-
ciente o de una fraccion, se exirae ratez de cada
uno de sus términos y se divmden las raices que

resultan.
1. %“’
Vg
2 Nei

b
3. Val—_ﬁ,

. el

VET, @

%0
gi’ Vigy

169 °

19, T
‘}655’ { ? 49



o
.
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3. JB ([H7g5 18 43
1 V25’ V52 30.27 .95

\%Z“* DTk J_,_z‘/zm

+3 4144

T e 1
Ny \{(g:‘g;a'

;"_ x-l-y J X—y
A X2 +2xy +y* x'—2xy +y*

P R 3—‘[‘5—;—
6t "2?*‘“/-1”2‘5?-'

12( a4 b')'* 9 (-a.’—~b’)’
‘ e “—.-(':-":—"-—- e '-——-(':T-—— .

()
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68. Dividir raices del mismo indice.
Del teorema IV se deduce:

Vil _ |TE
Vi6 16

,,—‘@— = _..":_; luego
vb b

Teorema V.—Para dividir rafees del mismo
indice, se extrae raiz del cuccienie de las cantidades
subradicales.

V8. B v e

—

2. VZ5x 1 Vx; VA% . oah

3. V15 : VE; AT VTN Ty W v§,

L i =
4. vab :Qf%—; xVy : V;—{

o

(V34x* — v373y%) : VE.

Vet v‘(a+b))
6. (ﬁ:b_ v . :Va b,
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7. (V75 — V12) : V3;

(V72 + VI8 — v300) : V6.
8. (VB0 + V512 - V723) :'VET
9. (0v/3i+6vail—3Vioz+12vT5) : 3VE.

"

@) (ai)’ gl (N.° 60).

Las igualdades (1) y (2) tienen los segundos
miembros iguales, los primeros también lo son:
por consiguiente:

n ':l_n

| () - (o)
Vi, Vi3 V34 VIO Se extrae rafz de los dos miembros v resulta:
10. o +\/T’f i E VR extrae rafz de los dos miembros y resulta:

S ; I o == vn’a?= % 'luego
S y —-3 :
11. ‘(E;;xT"_’ : Jx_’:'_”' re Jx_‘bf: X5

z b? Teorema VII.—Toda raiz de una potencia es
: igual a la base de la potencia elevada al exponente

69. Raiz de una potencia. partide por el indice de la raiz. _ .
el : I Este teorema es aplicable en el ecdleulo sola-
val! = Vaaas (Def. de potencia) mente cuando el exponente de la potencia es divi-
: el S PN iy sible por el fndice de la rafz; en el caso contrario
= +va.Va.Va.Vva (Nr63 1 resulta una potencia con exponente fraccionario.
I MU S Sk i Una potencia con exponente fraccionario se de-
= V(a)* (Def. de potencia): luego fine como una ratz de indice igual al denominador

b

Tecrema VI.—Para exiraer raiz de una polen-
cia se extrae raiz de la base y se eleva esta ratz al |
exponente de la polencia. ‘
Segiin la definicion de rafz, se tiene:

del exponente y cuya contidad subradical es la
base elevada al numerador.

b 3
Asf, 8% representa a V&

(1) (Va®)" =at Este cambio de escritura de una rafz de po-
tencia en una potencia de exponente fracciona-
rio, explica la amplificacién y simplificacién de

4 ] TR
Ahora como — . n es 4, se puede escribir: : una rafz,

n



=216} s

En efecto, se tiene:
a m wy o
~ g™ =g = g™ o= -\/ 8™

- mx nx

y-:/§=a; - gt = A/peE

;Cémo se amplifica y se simplifica una rais

1. V& :/-éf ViE.
2. V38 VB VAT,
3. VizE N VI
4. VEE — V& :«’1"67 |

A NN

3 i Al .,
6. V8 + V25 + V64

‘3 ! HASTREEE 3 : 2l :.__ !
7. V2781 + V125°—V16'—3V/ 25!

8, v (@ f2ab+b)* + V(a—2ab+b)’;

Lo

9. Val Ve Ve
3 4 !

10. v (x—y)° v (a—b)®.

80 S T
11. Va¥ . Va'; Vb . Vbl

4

L A, 8 - DR IR : WCTRE
12. Vx° *\/:: Va®t . vV,

il e
13. Va' : Va™,

14.
15.
16.

17.
18.

19.

20.

af, lord gt ol

16%, et 39t

343% s5107% 343 d

16t qok . gr ggt . 3t
100°° 4+-81°2—16°75,
16% +8%+15%+125';1;-"-"5]2%*}'1(}(}“’"’ +-8)075

7
4

- 003

e e P e
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_ st i
21, Convertir las rafces Va?,
valor ¥ que tengan 24 por

en otras del mismo
indice. _

5 ion 7
22. Convertir las rafces \/a._.‘_, \/&T’, vat Y i

’ -
Va'® en otras equivalentes, de modo que las
cantidades subradicales tengan el mismo expo-

nente,
8 A 4 ] LEL [
23. vVa® : Vay; vx . Vx;
12 . W 15 R
24, Va' : Ve’ Vi Vxt
10 12 I
25. V23 . V3; V36 : V6.
Rl e
26, va', val, Jx® v%x‘;
i L
27. (5v/a+-4ab—3+/2b) : (a+"2b)._
il A
f 2?‘ \,r'ﬂ;{ 'V/X°
et Em 5
9. vl /a3

=200

&’—-’-:- :/;‘y ‘:/E'_ 30. Vx" : VX V3R Va.

1z 1w 6 15
31. 5Va®+3vVa¥+9va%—7va -

15 15 o Bﬂ___
32. Va'l . va' + Vab . vai
70. Raiz de una raiz.
:/’.._..
£ 3 § e : )
Yool
Ve, i =
i En general: .‘,n L '
Va = Va ; luego
29 Teorema VIII.—Para extraer raiz de una rafz
S se ezlrae raiz de la misma cantidad subradical,

pero de indice igual al producto de los indices.

Teorema IX.—Reciproco del anterior.

3
o le o
i i | RV Yz Y72
s 3 |
4 RESER — + Qf-n—ﬂ-
] o i
7 2 Jv' a 'J\;‘x Y V49

V¥,




=

10.

i1.

12.

Vi \M% s
VE;E_ le/fz?i ‘,\/ﬂ:;;)‘c‘

5

it . !
\(:/ET '+-\(:/aT_—-2 \/:/?

: 2\(‘:;/554- ¢;;“;~.4 \/:/aTt) . \/:/ﬁ'

9 3_'
E e o
Yva? . Yvan . Vva.
]

A 3
I

5 pes i
I'#\/;ﬂ B BV RV

12 L}

)

x=1

\’.wg" _ ‘/'%% ‘/-v”%:.
L S

3 3 3 i
VY¢¢+¢V?§—JVQ?~ Ve

e e
71. Signos de una raiz.

a) Ratices de indice impar.

Segiin la definicion de extraccién de rafz, la
cantidad subradical corresponde a la potencia y
la rafz a la base.

Una potencia de exponente impar tiene el
signo de la base (N.° 61, 2.° caso). Reciproca-
mente, la base de una potencia de exponente
impar debe tener el signo de la potencia; luego

La raiz de £ndzce impar tzw el sagno de la can-

tidad subradical \/8 2 v’——-8-—+-—2
b) Rawes de indice par.
Hay que distinguir dos casos:

Primer caso. La cantidad subra.dlcal es posi-
tiva.

‘Toda potencia de exponerite par de un nnero
relativo es positiva (N.° 61, primer caso). Rec-
procamente, la base (rafz) de una potencia po-
sitiva (cantidad subradieal) es positiva y nega-
tiva; luego:

La raiz de indice par. cuya cantidad subradical
es positiva, tiene dos valores reales iguules y de
8ignos contraiios.

V= 3.

Segundo ceso. La cantidad subradical es ne-
gat‘va _
Sea la v—9. El valor de esta.rafz no puede
ser (+3) ni (—3), porque (+3)* = 9 y no —9.



Se dice entonces que la rafz de indice par deun
nimero negativo es un mniumere imaginario. Las
dem4s especies de ntimeros son reales. i
La unidad imaginaria es vV—1, y se desig
por la letra 7. Se define como una cantidad g
elevada al cuadrado da por resultado —1. =
Un nimero imaginario, como V—9, se escribe
de modo que la parte imaginaria se exprese y

anote como factor, a saber:

| V_9=v({—1).9=iVh = 3i.

En general, vV—b = = ivh.

Los nimeros imaginarios se representan sobre
la perpendicular levantada en el punto cero del
. grafico de los numeros reales.
S

..,.‘;‘“ 23 ‘!_h

N
A0l B
&

3

-l

L
Fig: 1L

En'la figura 11, AQ=0B=0C (unidad). i
El tridngulo ABC es rectdngulo en C y OC es
la altura a la hipotenusa; luego: i

OCtm (—1) . (+1)=—1

C mijmy/ 7.
Potencias de i:

i =]
P (V)
it | o
U
Estos valores se repiten para las potencias
mayores que i'; por ejemplo: | :
i1 == 1o

« B=(41) | it=—1

P=i% | P=(41) . f1=—sj,

Un ntmero compuesto de una parte real y de
otra imagi_t_mria se llama complejo. a+v'—h o
sea a+ivh, es un ndmero complejo.

Dos ntmeros complejos compuestos de Jas
mismas partes con diferencia de signo del tér-

I0INO imaginario, por ejemplo, ativh y a—dviy,

se laman complojos congugados,

51 se suman dos nvimeros complejos  conju-
gados o se multiplican, yesuits. un ntmero resl.
En efecto:

D a+ivb+a—ivi= 2a

T (ativh) (a- i T mat e a gy,




La suma y el producto de dos niimeros complejos
econjugados son mumeros reales. '
3

5 e
I v—8 v—32.
! 4
2. VD + v a5E — VA,
3 v 8
3. V=—8(-b5 V3.
3 3 e
9V 64 — 2v=216 — (b ¥
Bl B 1%
VETE - VoG + (e F
v—8l v—I121 V=361
2vV—169; 3v—289.
1V —256; §v—8la’. _
2V—12 — 3V—27; V—25 + vV—4.
10. V16 4 v/—25 — y—B4 + 5v/—100.
1. 8vV—61 — 15vV—13k.
12.  V2ab—a™—b* + V—bi.

©® N o B

13. (1642v—12)—(6+6V—27)—(8—2V—147).

4. i, 07 0,
15. 4y I «q_vm L V=3
16. (27vV—36 + 18V —100 — 36V—256) :
9v—4, :
72. Extraccion de raiz cuadrada.

Ejemplo: V4 225.

Como 4225 es menor que 10000, la /1225
serd menor que 100, es decir, tendrd dos cifras;

luego esta rafz se puede expresar en la forma

a+b, representando a las decenas y b las unidades;
de manera que:

V4 225=a-+Db, por lo tanto,
4 225=(a-+b)?
=a'+2ab+b.

Se busca, pues, para a el mayor nimero de

decenas, cuyo cuadrado se aproxime, por defecto,
a 4 225,

Como 60°=3 600 y 70°=4 900, se tiene que
a=60; por consiguiente:

1

4 225=3 600+120b +-b*.

De esta igualdad debemios determinar b. Si
3 600 (o en general ao?) se resta de 4 225, resulta:

4 225=3 600+120b-+b?
3 600=3 600

625 = '20b+b?.

Como b significa unidades, b? debe ser menor
que 120b; de manera que aproximadamente
625 = 120b.




El valor aproximado de b se encuentra divi
diendo 625 por 120 (en general por 28, por ;2;

120b = 2ab). Para b=5 resulta:
625 =600+25
o 625—600—25=0

| a=60, b=5
V4 225 =60+5=65

Ell desarrollo anterior puede anotarse en la .:5

forma siguiente:

a b

va225=60 t5
3600 24
625 : 120
625
0

Suprimiendo los ceros, el cdleulo es:

V42|25 =65
36 _
SIS =vV4225= 65
625 : > .
625 1%0 G 0205 : 125
0

Otro ejemplo:

; . 2)
/45]96]84 = 678
99’6 : 127
i 10784 : 1348

99’6 : 127 0

889

10784 : 1348
10784

0

1)
V/45/96|84 =678
36

Explicacién, para el cdleulo 2), que es el
més abreviado. Se divide el niimero en porciones
de dos cifras, desde la derecha. Se extrag raiz
cuadrada de la primera porcién de la izquerda.

Raiz cuadrada de 45 es 6 y sobran 9. A la
derecha de .esta resta se escribe la porcién si-
guiente, 96, y se forma el nimero 996. Se separa
la cifra de la derecha por una coma colocada
arriba (99'6). El nimero de la izquierda de la
cifra separada se divide por el doble de la rafz
encontrada. '

99 : 12=7. Se escribe esta cifra 7 a la derecha
de la rafz y también a la derecha del divisor.
Se multiplica 7 por 127 y el producto se resta
de 996; la resta es 107. i

A la derecha de esta resta 107 se escribe la
porcién siguiente, 84, y se forma 10784. Se
separa la dltima cifra (4) por una coma (1078'4)
y el niimero 1 078 se divide por el doble de la-
rafz encontrada, por 134.



1 078 ;: 134 =8. Se escribe 8 a la derecha de la
rafz y también a la derecha del divisor. Se mul-
tiplica 8 por 1 348 y el producto se resta de 10 784;
la resta es cero.

Comparando los cuadrados de dos nimeros
enteros consecutivos, por ejemplo, a y a+1, se
tiene: j :

(a+1)*=a'+2a+1
. al=al
(a+1)—a*=2a-+1

De donde se deduce que los cuadrados de dos
nilmeros enteros consecutivos se diferencian en el
doble del nimero menor mds uno; por esto, en la
extracciébn de rafz cuadrada, la resla debe ser
menor que el doble de la raiz enconirada mds uno.

3i el niimero es decimal, la separacién en grupos
de a dos cifras se principia desde la coma a uno
y otro sentido, completando con un cero, 8i el

nimero de cifras decimales es impar. Se debe

colocar la coma en la raiz al terminar la opera-
cion con la ultima porcién entera.

Para calcular cifras decimales, se agrega a la

resta dos ceros por cada cifra decimal que se

calcule.

En la extraccién de rafz cuadrada de un poli-
nomio se procede de un modo andlogo al seguido

en la extraccion de rafz cuadrada de un ndmero, ' .‘

después de ordenar el polinomio.

Ejemplo:

v 1166x’,+-24xy +9y? +16x2+12y7 + 422 = 4x + 3y + 22
x J 4 A
(24xy +95%) : (8x+3y)
24xy +9y* _
(16xz +12yz+42?) : (8x+6y +22)
16xz+12yz+4-42°
A

Ejercicios. 1.—FEjercicios orales de rafz cua-
drada de los ndmeros comprendidos en el efrculo

numeral de 1 & 100, expresando las restas para

los niimeros que no sean cuadrados; por ejemplo:
la raiz cuadrada de 58 es 7 y sobran 9.

Extraer rafz cuadrada de:

2 256 576 784 841
3 361 484 676 961
4, 1024 1849 2209 4096
5. 5476 7921 5625 9025
6. 12321 6889 9801 45796
7 54756 61009 = 44944 258064
8 185761 30276 751689 254016
9 831744 116964 270400 654481

10. 3530641 5143824 4149369
11. 68492176 84768849

12. 34 278 1502 (calculando
_ tres decimales).
13. 86 413 2620 34867
14, it 5 3 8
15, 13,69 44,89 9,61 201,64
16.  0,002916 0,982081 0,015876
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7, 1 8L s g
i 100 L 599 BRRY! L
18. V38416 V1046576  v/6857,4961, |

: |
10. 161. v/30625
19. \hoalgi, 25000 y35v7v30625. |

2. 8V2—z; Vi0+ave,

Extraer rafz cuadrada de los siguientes poli- |
nomios:

21. x*—6x-+9; 9a>—30ab+25b, ;
22. 49p*—84pq+36q?*; 49a°—112a’b?+64bt.
23. 8la’h*—54ab’c+9b%c?; sa'—alx+ 2ex?,
24, 9x*—30x*+67x*—70x+49.

25. 64a'--144a%b +a?h’—90abr+25b*.

26. ax'y?+gxty +48x7y*, :
27. 1sa'—24ab-22b* + Pfrac—2be+ Py ct.

73. Ecuaciones irracionales.

y— Ly 15
V-/ VoTx = Sl
x + V5+x B

Por ser una_ecuacién con fraccién, se multi- |
plica por v/51%-

Vx(5+x)+5+x=15.

— 03] —
Se aisla el radical:

Vx(5+x) = 10—x.
Se eleva la ecuacion al cuadrado:

5x+x! = 100—20x+x*
26x = 100

x =4,

Tratindose de rafces aritméticas, en la com-
probacién, deben considerarse con el signo que
las precede y no con =+ (en el caso de rafces
cuadradas). Por ejemplo, la ecuacién

9—3v7x = 30 (1)

no tiene solucién porque al ser resuelta en la
forma indicada da x=112, solucién que satis-
face a la ecuacién

9+3v7x = 30 (2)

¥ no a la propuesta. En efecto, aislando el radical
y elevando al cuadrado, dan el mismo resultado
7x = 282, (3)
La solucibn x = 112 corresponde a la ecua-
cién (8), m4s general que las ecuaciones (1) y
(2) porque las incluye.

1. vx =3; Vx =2; VX =a,
2. Vx—5=2; 7T—Vx=—8.

3. V2x+11=9; 104+v5x = 15.
4. 4V3x=24; $Viax=12.

5. 7+5vV6x=67; 9—3V7x=30.
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3VI5—x+5=17; ‘/3(;4*2:':2 il

VEFD(E 6 xma.

25. 3V +3vx— VX +3 Vx =8},

% BRB R e

V/(x—>5)(4x+4) +6 = 2x. | 2 3
4—V/(2x+5)(8x—T7) +7 =6. o

(T—Vx)(8—V'x) =x+11. 2 3
Vx—5)(5v/x—8) =5(3x—31). i il L
(8Vx—5)(6vx—3) = 5(3x—31) i maes T o6 s

(Va—D)(Vx—8) = (Vx—6)(Vx—5).
(VOx—6) (Vx+25) = (5+3VX) (Vx+3).
Vatl vx#3, vz +v2 _3 @
VARG vakel . Vir Vg 2
5vx+13 _3 U—v25x vx+2
Wx+5 2 21—5Vx Vx4
V3x—V2x=1. '
V3x—3V2 = VIx—2V3.

i1 6 15

I Ox — 7
Vix + 5

x+

T

29. V7x+5

C

30. vVx + 4 =

R ,(v"%x—-l) ).

8. VBx—3vV2=v6—Vv2x. ; Y e 2(x—w3)
v’10+x/5T4:_1=4_; V12—3v2x—5=3. e 4(x+3)
VD e ad VIR iad. Vimaeae e s o
VBx+4++/x"+10x +3x+10=x+3. 9x+27
‘/(WTHX_F;E=3- 34. V12x—11 + \/.jx-i-lb Vi it

17-6vEk g 3K ) 1A

11 HOER 3 (1) Bx—1=(V3x+1)(V3x—1).




35. &—“X—\/b—x i \/t;::—}‘
% v s
V24x '

37. Vx+9—Vx=1,

38. Vx+7—Vx—5=2

39. Vx+5+vx—6=11.

40. Vx—14+Vx+8=0,

41, VOx—17—3vx—4=1.
42. VOx+10—3Vx—1=1.
43. 2V9x+4-—3Vax—11=5.
44, Vix+9—Vx—1=Vx+86.
45. Vx+4+vVx—3=vVax+1.

74. Ecuaciones exponenciales.

Una ecuacién se llama exponencial cuando la
incognita estd como exponente.

En este parrafo se trata solamente de ecua-
ciones exponenciales que pueden reduecirse a ecua-
ciones de primer grado.

La resolucion de estas ecuaciones se funda en el
siguiente principio, aplicado en sentido aritmético:

Dos potencias iguales y de igual base tienen sus
exponentes 1guales. La regla no es aplicable para
potencias que tienen la base cero, uno o infinito.

- Ejemplo:
(va VaFT) | att=

_...235....

Anotando las rafces como potencias se tiene:

(= =
e R e S

Aplicando los teoremas correspondientes sobre -

potencias, se tiene:

8—4x  8—Tx 45
a ? 5 +ia=ao

Segtn el principio anotado, resulta:

3 4x  6-—7x 45,

77 Ty g
15—20x—12+14x+45=0
6x =48
x=8.
1. a*=a’; a'**=a
2. brrmbt - 3.
3. 27'=1; 4#7=4
4‘ p"a-‘!=p; q!_+l=q.
5.. -ms_xwﬁgmﬁx-lv‘f; 'cx k c:-a c
6. b1 . pr+! =b%; i lopgltic | g8xiT
7. (d4)° . (1) =9"*
ST o T ey

g, (nia)x__mw' (a’x——l)x—7=-(a;n+1)x+3.
10. (aaxﬂ)s (&rx—l)v _C&H)s.



11.
12.
13.
14.

15.
16.
i7.

18,

19.

20.

21.

22.

yHLILS: 235 s
=64, 5=125; 9*=8l.
37=0; 67°=216; 6 =g.
(3)*=8; (})*=343; 0,25*=32.
(3)*=3§; 2+=038P~
1 2 2
64°=32; 16°=8; 27*=9,

i€ Y P

3 4
Va¥ =gt /gt iimg¥tS

3+x

/ x x
vl : al= as; . v"c“"“’:(«"' ?’cz)s.
20— 46—x
: ,/E_i’:a = /it

3x 6
\/a'T-I-ﬁ L 7\/8.7'.

11 ) 5 ;
Vg . (, /gt 3'"5):=1-.

4 PR
Vs = :/E"ti : Va®,

VAT | VAR = | e

1} ! 20

VAR /g i

30 U A
0 S N P Rl R P

Logaritmos. Definicién.-- La igualdad h=¢
da lugar a tres ecuaciones, conociendp dos de lus
tres cantidades que entran en ella. -

1.* 8i ¢ es la incognita, que designamos por ¥,
resulta: i '

K=

El cdleulo del valor de x se ohtiend ejecutando
la operacion Uamada elevacion a potencia.

2.* 51 b es la incognita, resulta x"=c, de donde
se obtiene que:

Uy

IN= \'?(‘.

La operaciébn que permite caleular el valor
de z es la extraccion de raiz.

3.°51 n es la incognita, resulta la ecuacion
b*=c. Esta ecuacién equivale al problema de
caleular el exponente, conociendo la base y lu
potencia. El valor del exponente x'se expresa
diciendo que es el logaritmo de ¢ respecto a la
base b ¥ se escribe:

x="log ¢
que se lee: x dgual al logaritmo de ¢, base b.

Logariimo de un mimero respecto av cierta base
€s el exponente a que se debe elevar la base para
ohtener el niimero.

La uperacion que se ejecuta para calcular el
valor de un exponente (logaritmo) se, llama ope-
racion. logaritinice.




Ll

La elevacién a potencia tiene, segin lo ex-
puesto, dos operaciones inversas, la extracei6bn &
de rafz y la operacion logaritmica, mientras que
1a multiplicacién y la adicién tienen una, porque

estas operaciones son conmutativas 'y la

cibn a potencia no lo es. 3 no es igual a 23. Excep-

cibn 4 =22

De la definicion de logaritmo se deriva la
equivalencia de las dos ecuaciones siguientes:

hi=c¢cyx="logec

Sistema de logaritmos.—El conjunto de b
los logwritmos de todos los nimeros respecto de
ung wising base es un sistema de logaritmos.

En todo sistema de logaritmos cada nimero

tiene un solo logaritmo, reciprocamente,

logaritmo corresponde un solo nimero. Por esto,

la base de un sistema de logaritmos no

ser la unidad, ni cero; tampoco ¢onviene que sea

un niimero negativo.

T base de un sistema de logaritmos debe i

ser, pues, un namero positivo.

Low Jogaritmos de los ndmeros, negativos con
respocto o una base positiva son nimeros com-

plejos.

Fl sistema de Briggs.—En el céleulo ordi-
nario se usa el sistema de los logaritmos vulgares
o do Briggs, su autor, cuya base es 10. En los
logaritmos de este sistema no se escribe la base;
de- manera que en vez de "log a se escribe sola-

mente log a.

Aplicando a este sistema las propiedades an-

teriores, resulta el cuadro siguiente:

log 1=0, porque 10°=1
log 10=1, porque 10'=10

log 100=2, parque 10?=100
log 1 000=3, porque 10+=1 000

log o =00 , porque 10° =0
1pg 0,1=—1, porque 107! =0,1
log 0,01=--2, porque 1072 =0,01
log 0,001=—3, porgue 102 =0,001

log 0=- o0, porque 107 =0.

De donde se deduce que:

a) Los logaritmos de polencias de diez mayores
que la uradad, son mimeros enteros y positivos y los
logaritmos de las potencias de diez menores que la
unidad, son mimeros enderos 'y negativos.

En anfrbn.i:. cas0s el logaritmo es igual al expa-
nente. Si la potencia es mayor que 1, el logu-
ritmo tiene tantas unidades como ceros tiene
la potencia; si es menor que I, el logaritmo
tiene tantas unidades como cifras  decimales
tiene la potencia. |

b) Los nimeros que no_son potencias de 1}
es}.én comprendidos entre dos potencias de este
ndmero; sus logantmos estardn comprendidos
entre los logaritmos de estas dos potencias li-
mites. 51 264 es el niimero, resultan las relaciosies
que siguen:

100 < 264 < 1 000
log  100< log 264 <log ] 000
2< log 264 <3
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Como 264 es'mayor que 100 y menor que 1 000, 8

su logaritmo es mayor que 2 y menor que 3'688
deeir, se compone de 2 enteros y de una fraccion.,

En general, los logaritmos de los nimeros que
no son potencias de diez se componen de dos par-

tes, una entera, llamada caracteristica y ofra ;::ir-l
te fraccionaria escrita en forma decimal, llam e a:
mantisa. T.a mantisa es un Numero de infini

cifras y, por esto, los logaritmos se 1qdlcandcop
aproximacion de cierto. nimero de cifras deci-

males.

CAPITULO XII

Ecuaciones de segundo grado con una
incognita.

75. Una ecuacion es de segundo grado cuando,
después de hacer las redueciones posibles, el
mayor exponente de la incognita es 2.

Son ecuaciones de segundo grado:

1) 3x2=48
2) 6x*—24x=0
3) x— 6x=16

La forma mds general de una ecuacién de se-
gundo grado es:

ax’*+bx+e=0

En esta ecuacién a, b, ¢, representan valores
conocidos y son los coeficientes de la ecuacidn.

Una ecuacién de segundo grado estd ordenada
cuando sus términos estdn en un mismo miem-
bro segin las potencias descendentes de la incog-
nita. e

El primer término contiene el cuadrado de la
wncdgnita; el segundo contiene la primera potencia
de la incdgnata; y el tercero es el férmino conocido.

Si uno de los coeficientes b o ¢ es cero, resultan
ecuaciones incompletas.



El coeficiente a no puede ser cero, porque la
gcuacién dejarfa de ser de segundo grado.
Si el coeficiente b=0, la ecuacién general se |
convierte en la ecuacién: 4

ax?-+c=0

que se llama tncompleta pura.

~ 76. Resolucién de una ecuacién de -segundq"-.:i;
grado incompleta pura.

Sea la ecuacidn:
| 6x* =384,

Diyidiendo los dos miembros de la ecuacién
por 6, resulta:
x'=64.

Extrayendo rafz cuadrads, se tiene:

X = +8
x'=8; x"'=—8,

Los valores z' y 2" son las rafces o soluciones
de la ecuacion.

Una ecuacién de segundo grado incompleta
pura tiene, por lo tanto, dos raices del mismo
valor absoluto y de signo contrario.

Estas raices pueden ser también imaginarias,
por ejemplo: :

Ejerciclos: 1. x*=100 x?=121.
2. x* =225 x?=289 x'=44].
3. x* =1225 X1=2425  x}=5476.
4, x* =50 x*=180 x?=a’h.
5. x* =3¢ x?=—361 - x*=—196a.
6. x*—10=71; x*—17=32.
7. x* + 23=167; x24+-45=214.

8. 6x!—27="5x*+73; 8x*+56=380+7x’
9. Tx*=252: 5x2=980.

10. 2x*+435=1315—3x".

11. x*=a'—10ab+25b%

g g
12- x’--—g—m’—l-mn-l-i%n g

13. x(2x—3)—3(5—x) =83.
18, G t—r=130
: x)?+ (7T—x)* = 130.
16. (3x+5)(4x+3) = (5x—3) (2x—9) +80x +20.
17. (2x—3)(3x—4)—(x—13) (x—4) =40.
18. (3x—4)(dx—3)— (2x—T7)(3x—2) =214.
19. 8(2—x)*=2(8—=x)*%.

X8 aun o od
20. 3 =8; 3x 3% 0.
x—6 x'+4
21. 5% 5
2 5x—8 _7—x  4x+5 _ x+2
ST x+2' 7x—1 5x—3



23.

24.

25.

26.
27.
28.

29.

30.

31.

g L

X X :
P + =ie =].

+'x—-2__ 40

X2 TP

Y51l _ 5 sxtb . ex+d
x*—7x+83 7’ a+bx ec+dx

S=1'I'"";I ealcular r.
SZ=41|'I'2; ca.lcula.r I.
pip'=r:r? caleular r.

A

VT 192,

x+1

v’ Sow—e e e s
x+4 — Vx4 \/x+4

ViR VBRI W

vx+3

35. VI0+x — vii—x = 2.
36. 2v5+x + VO-—3x = VAl—3x.
37. Vb¥x — V25—38x = 2V5—x.

38. Calcular la medis preporcional geométrica
entre 3 y 27, entre 8 y 72, entre 48 y 27, entre 27

¥ 75, entre 6 v 294, entre ax 'y %,-eu.tre.a’-—-’ L

y :%E, entre 2V6 y 3V6, entre 20+5V7 y

20—5V7.

- 39. Si 147 se divide por cierto nGmero, resulta
el triple di_e éste. jCuil es el nimero?

40. Dos niimeros, cuyo producto es 980, son
entre sf como 4 ; 5. Calcular estos nimeros:

41. El producto de ios % de un mimé_ro pOT 5us
4 es 720. ;jCudl es el nimero? ;

42, CE] producto de los g— de un ntimero m4s 6

por los —g— menos 6 es 540. ,Cudl es el niimero?

43. Caleular tres nimeros pares consecutivos,
3
5

44. La suma de los cuadrados de tres nimeros
consecutivos es 365. jCudles scr estos numeros?

cuya Sums Sea igual a del producto.
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'45. Calcular los lados de un rectdngulo equi- 1

valente a un cuadrado de 36 m por lado, sabiendo

que uno es igual a % del otro.

46. Calcular la diagonal de un cuadrado, cuya &

- drea es 72 m?

47, Calcular la altura de un tridngulo equi-

ldtero. cuyo lado mide 14 m.

48. Caleular el radio de un cfreulo, equiva-
lente a la suma de otros dos efrculos de radios
r=60m yr=m

49. Desde un punto situado a 11 metros del =

centro de un circulo de 7 m'de radio, se traza
una secante que queda dimidiada por la circun-
ferencia. Caleular la longitud de la secante.

50. Los: segmentos de la hipotenusa de un

tridngulo rectdngulo determinados por la altura
miden 28 m y 63 m, respectivamente. Caleular
la altura.

51. Calcular el cateto a de un tridngulo rec-
tdngulo, conociendo las proyeceiones p=18 m
Yy =54 m de los catetos sobre la hipotenusa.

52. Desde un punto fuera de un cfreulo parten
una secante y una tangente. La secante mide 96
¢m y la cuerda correspondiente, 42 em. Caleular
la longitud de la tangente. '

53. Calcular la longitud de una cuerda dimi-
diada por otra, cuyos segmentos miden 192 em
¥ 12 em, respectivamente.

54. El producto de los segmentos de las cuer
das que pasan por un punto P de un cfrculo de
radio igual a 14 ¢m, es 96. Calcular la distancia
del punto P al centro del efreulo.

Gréfico y estudio de la funcién y = ax

Al bacer los graficos de las funciones y=3x?
(a>0) e y=—38x* (a<) se puede constatar que
la funcién es continua, es deeir, que adquiere un
valor nimerico para cualquier valor de la va-
riable x. .

La curva que corresponde a la funeion recibe
el nombre de pardbola. Es tangente al eje de
las abscisas, en el origen. \

Fsta pardbola es simétrica con respecto el eje
de las ordenadas. Analfticamente se muestra
esto porque la funcibn no cambin al sustituir
X por —x.

En el caso de ser a>0 (primer ejemplo). la
funeidn deerece desde +oo hasta 0 punto en cual
tiene un minimo y luego crece hasta +00.

S1 a<0 la funcidn crece desde - oo hasta 0.
valor maximo y luego decrece hasty —-o0,
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77. Resolucién de una ecuacién de segundo r}

grado incompleta, de la forma ax*—bx=0, e sl g

6
7. (x—2)(x+5) =9x—10.
: L et 108% = 8. (2x+6)(2x—86) = (2x+9) (3x—4).
Piempioe i libx s 9. (8x+8)(2x—5)—(3x+5)(3x—5) =22x +10.
10. (x+3)—8x—9=0.

11 (x+4)+ (x—3)2 = (x+5)2,

12. (x+13)*=(x+12)*+(x—5)*.

13. (4 =4 096.

Sacando x factor comtn, se tiene:
| x(7x—105) =0.

Si cada factor de un producto igual a cero
contiene la incbgnita, cada uno de los factores es

igual a cero; luego: 300 1 3x—1
/ 0 i 4 e x+1 x+1°
x' = |
7x—105 = 0 i L
De dende: X! =15, 15. x+1 4 X 1 2x—1

En la ecuacién literal ax’*—bx =0, se -tiene

‘sucesivamente: 16. 3x + %-132 18.
x(ax—-b) =0
Xm0 4 3 (i
ax—b =0 Vesminaalnm
fi= B \
bl i 3x—5)  2(¢—70) _ jp.

18. 5 7

En una ecuaéién de segundo grado incompleta,
por faltar el término conocido, una de las raices
es igual a cero.

5 ]
19. Va—® =+v/a?
20. Vx+9—vVi—x = 4.
21. V1+4x — vV1—4x = 4V,

Ejercicios: 1. x*—3x=0.
2. 6x*+42x=0. 3. *—x=0.

- 22. ;Cu4l es el nimero que multiplicado por sf
4, x®>+ax=(). 5. x*+ax=bx. & - 9 p bo

mismo es igual al doble del mismo nimero?




ogh

23. Si la diferencia entre 8 veces cierto ni-

mero y 24 se multiplica por dichc niimero, re-
sulta cero. jCuél es el nGmero?
24. Calcular los tres lados de un tnﬁ.ngulo

rectdngulo, sabiendo que sus valores son ntme-

ros enteros consecutivos,

. 25. jA qué distancia de una circunferencia de
radio r=9 cm estd situado un punto P, si la
tangente trazada desde este punto es igpual al
duplo de la distancia pedida?

26. JA qué distancia de una circunferencia de

radio r=54 cm estd situado un punto P, si le
secante que pasa por el centro es igual al duplo
de la tangente que parte del mismo punto‘?

78. Ecuacién de segundo gradu completa
particular.

La ecuaci6bn completa general,
ax*+bx-+c=0

se llama completa particular cuando el coeficiente
de la segunda potencia de la mcégmta. es la uni-
dad, por ejemplo:

x*—6x—40=0

o, en general, x’+px+q=0.

Una ecuacién completa general se traasiorms
en completa particular dividiendo todos sus tér-
minos por el coeficiente de la segunda potencia
de la incognita. Asf la ecuacién:

3x*+20x+12=0

28] e

se convierte en completa particular dividiendo
sus términos por 3 y resulta:

x*+"0x+4 £ b

a) Para resolver esta ecuacibn se transpone
primero el término conocldo y resulta:

x’+%)x —4.

El primer miembro es el desarrollo mcompleto
del cuadrado del binomio, cuyo primer término

es x y el segundo 1§0, puesto que %gx debe ser el
producto del primer término del binomio por el
duplo del segundo. Para completar el cuadrado
del binomio se agrega a los dos miembros de la
ecuacién el cuadrado

de %) y se tiene:

. .20 N i .
o (%J) (139) i

(1) Los ejercicios 187 a 194 del Cepftulo TII tratan de completar
e] cuadro de un binomio.
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Anotando el binomio en el primer miembro y

calculando en el segundo, resulta:

(H*_O)’_-.%.

Extrayendo rafz cusdrada de los dos miem- -'.

bros, se obtiene:

10008
x+§'=:l:§
10 _
Restando—-.reault&:
w3
3 3
0 sea sl
x'= —86

Resolver del mismo modo las ecuaciones si-
guientes:

1. x* —6x—16=0 xX410x+24=0.
2. x*+18x—40=0 x*—14x+33=0.
3. x*-10x—30=0 x?+12x—45=0,
4. x*+16x+63=0 *x'—8x--105=0.
5. x*+ 3x—40=0 x*—7x— 30=0.
6. x*-+17x+72=0 x*—15%+54 =0.
7. x*+ 5x—23=0 x*—11x—60=0.
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8. x*—15x+56=0 x'—14x+3=0.
9. x(x+5)—84=0 x*=5(x+10).
10. x(x+1)—22=0 x(x—2) =2(x +6).
1. (x+2)*=(2x—5)* (x—4)*=16(4—x).
12. (x+6)(x—6)—8=1—4x; x(x—5)—4(x—2) =

=f=30.
13, v 2. g 19 g
X X 4
iy 4x—3

4. x+1 =22 S =xtI2.

b) Un trinomio de segundo grado ordenado
se puede descomponer en un producto de dos
factores binomiales de primer grado (N.° 25).

De aquf resulta otro procedimiento para re-
solver una ecuaciéon de segundo grado completa
particular.

Sea la ecuacibn: x™—6x—40=0.

En este caso hay que descomponer el coefi-
ciente de la primera potencia de la incégnita en
diferencia de dos factores de 40. Esta diferencia
es (10—4).

Sustituyendo 6 por esta diferencia, la ecua-
cién se convierte en la siguiente:

x*—10x+4x—40=0.




De donde resulta sucesiéamente.:
(x—10)(x+4) =0

x—10=0
x+4 =0
x' =10
X" =—A4,
_Resolver, descomponiendo en factores, las ecua-
clones siguientes: _ 3
1. (x—9)(x—11)=0 (x+7)(x—3) =0.
2. (x+8)(x+5)=0 (x—1)(x+6) =0.
3. (3x—2)(2x—3)=0  (3x—25)(7x+29) =0,
4. (6—x)(x—9) = (5—x)(7—x).
5. (7x—9)(3x+5) =4(7x—9).
6. (3x—2)(2x—3) = (3x—2)(3x—4).
7. (5x—6)(8x—9) = (3x—7)(5x—86).
8, xX*—15x+56=0 x*_18x-+77=0.
9. x*—17x+70=0 x*+19x490=0.
10. x*—20x+99=0 x*+12x—45=0.
11. x>2x =80 x*—3x=18.
12. x®—11x=12 X'—4x =21.
13. x*—24x+63=0 x*4-5x=36.

c) Férmula para resolver una ecuacién de se-
gundo grado completa particular.
Sea la ecuacién: x*+px-+q=0.
Aplicando el desarrollo a), resulta sucesiva-
mente:
x*+px=—q

2 2
el - (-

: N9
X/ = — -g-+¢‘"g') =g

P ip ’ |
x.r|f=— «é--—-{ .ﬁ-) _.....q_

En palabras:

La incégnita de una ecuacion de segundo grado
completa particular ordenada, es igual a la mitad
del coeficiente de la primera potencia de la incbgnita
con signo contrario, mds menos la rafz cuadrada
de la diferencia entre el cuadrade de esta mitad
y el término conocido.




e oy
_ Resolver, aplicando la férmula, las ecuaciones / i s
siguientes: 41 = XIS etg s k] g

&4 X‘FIT v i b . 4 . m‘}";{—:{:‘?-ﬂ-“ﬁ—

1. x*—18x+80=0. 2. x*— 4x+31=0. & ; :
3. x’-—4x*~96=0 4. x3+ 87(“—"‘84=0 I 4 bg RS X 1 8
5. x*—17x+52=0. 6. x'419x+88=0. Blo 2 g
7. X—7x—120=0. 8. xX*+11x—80=0. sy " Kbe X 2 ahd
9. x*—15x—76=0.  10. x*+13x—140=0. | S e -
1l x—13x=1. 12, x*—jx=24. E om0 U Ll
13. x'4+3x—8=0, 14, x’-+3x+4=0. X Xt g X2 x
15. x*—19x—26=0.  16. x> 23x+2=0. | _ )
17. X*—28x—13=0. 18. x*+0,6x=184. g7 ke B 52
19. x*+4ax=12at. = 20. x*—5ax-+6a’—0. 3T xaT s 4

21. x*—2ax-+6ab=9b*. o
22. x*—72ab=S8ax+81b*. @ 2ol Tx00 5y 6 3xgo

23, x—(ba+7b)x +35ab =0. 3 e
24, % (5a-t6b)x-L30ab=0. e
28. x(x—1) ~2(x+5). 26. 8(x'—8)=2x(x_1). 49, AT —xil. s

27, 9—(x—6)=2x—2. 28. x(x—1) =2(x—3).
29, (x—3)2+(x—4)*—(x—5)2=17x+22. _
30. (24x)—(7—x)*= (6—x).

31. (2x—5)(x—4)—(38x—T7)(x+1) +25=0.

32. 3(x*—1)—24 =4(x+5)(x—3).

51. v5x+9+x=15. 52, VBxFl-—x +9=0.
53, V4 X +vix—3=1. '

54. Vi4x—3— V3x—h=1.

55. Vx-FTL VH(x—-2) =3,

33. x+1;5=_8. 34. -x—%:}: ; 56. v‘5x—_~1—x/'3x—--2._-__—1.
) 57. 3vie 1-ViaxF1=2
i 6
3 H i g e A e o P I , — 4
c V2x-+5
37, Batisag | g AU o0 = iy |
j | Vix—7
gooal de ] s BBl 2 i
x+2  Ix+10 Ix*—15x+27 5 60. Va7 ip L2
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79. Resolucién de una ecuaciéon de segundo
grado completa general.

Ses la ecuacién: ax*+bx+c=0

Se resta ¢ y se divide la ecuacién por a:

b (¢
Pt ex =it
a a

Se completa el cuadrado del binomio:

\2 j 2
e+ Sacf Tl 2

Se escribe el binomio en el primer miembro
y se expresa el segundo miembro en una sola

fracecibn:
2
b b*—4ac
(x 9 55.) e

vb—4ac.
A Sl e s

Se extrae rafz cuadrada: x4 ~b— =
) ) 24 28

—b /b dac
2a

il b 0
Se resta o =

r _b +\/b=—4a-c < £ S : ﬁ_b—\/ba—"*ac
X = ;ox! = : .
2a 2a

Expresar la f6rmula en palabras.

1

3.

5. 6x*—13x+6=0,.
G|

Observacién. Si el coeficiente de la primera
potencia de la inc6gnita es par, se obtiene una
formula simplificada.

Sea la ecuacion: ax+2bx+c=0.

Aplicando la férmula anterior, se tiene:

_ —2b+v4b—ac
28

Sacando 4 factor comitn en la cantidad subra-
dical, extrayendo rafz y simplificando por 2,
se encuentra;

_ —hxvii—ac

a

Expresar la férmula en palabras.
Resolver las ecuaciones siguientes, a.phca.ndo;
la formula:

. 4x*+5x=6. 2. 3x*+2x=133.
6x*+5x=1. 4, 3x*+2x=85.
6. Ix*-12x+4=0.
+ 3x*—10x—25=0. 8, 3x*—4x=7.
9. 9x>—8 =6x. 10. 12x*—13x+3=0.
11. 7x*>—16x+9=0. 12. 9x?+11x=58. '
13. 21x*—8x—5=0. 14. 6x*—3bx+50=0.
15. 8x*—17x=115. 16. 11x*+6x—56=0.



17,
18.
19.
20.

.1

22,
24.
25.
26.
27.

28.
29.

30

32.

34.

36.

38.

" IxE3 %43
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abx*~+(a?—2b%)x =2ab.
bdx?+adx+ae=—Dbex.
4ax’—a’b* = 2ab*x—2a’bx,
a(x+a)*=b(x-+b).
(2a+-3b)x*—(a—2b)x = 8 +5h.
3x*—4(x+5)=35. 23. x(2x +5) =
(2x—15)(3x+8) +154 = 0.
(6x—5) (5x—4)— (4x——-3) (Bx—2) =22.
(2x—9)° + (3x—14)* = (x—1)3.
(3x~—7) (2x—9)—(5x—12) (‘t——ﬁ) =

= (x—2)(2x—3).
(5x—2)(5x+2)—(3x +4)? = (6x—1)*—53.
(2x—3) : 7T=(2x+2) : (3x-+2).

x+7 3x—5 7x—5 _5x—3 | y

b e

3

hx — — =2, 33. 7x+2=£.
X b,

45

2x+—2+7=0. 35. 9x+20 =g,

~§-x= +3x-1j—§— Lgl 3y

]

o,

A
3 4
X 1 8

bE | ges 7 T

39.

41.

42,

43.

44.

45.

47.

9—5x

=260 ——

15

5 + x4 a= 62("—5
1 1 :
X + g‘ = '; + 3.
—3x % _ g
5—x 3—x
x—8 x+7 ;
1 1 ;
w4 maT
x—2 253l
2x+2 @ 3x—1 2
x42 | =2 _ 40
x—2 x+2 21
6 100 7
x—1 + x—2 i x—3
5x—8 3x—4 4 15 e x—4
4 5 2x—7 2




_48‘ (a:+4)53-3 . all-s_',.'._.= (azn—l.)x—l.-

49, (@) =1. 50. (10°—%)'—==100.
- x—3 Sx+2

51. va¥! = (Va™>2)
52. 4-43VBx_Tx+12="7x.
53. Vax—3—Vx—6=4.

J _ 3 b
d 540 \/x +5“"‘\/5x 15 Ty \/};—ﬁ 4

P e G
27 2x—Vx+3

56. V5x—1=VB8—2x-+vx—1.

57. Vx+2+vVx—3=v3xF4.

58. VAx+5 — Vhx—9=v/x—4,

59, VOx+1 — Vex—4=vx—7.

Las ecuaciones que siguen, llamadas general-
mente bicuadradas, se resuelven aprovechando
una incégnita auxiliar que sustituya la inc6égnita
de la ecuacién en su grado inferior. La ecuacién
se convierte en ecuacién de segundo grado, con |
respecto a la incognita auxiliar. El valor de esta |
incognita auxiliar da, por sustitucién, el de la

incégnita principal.

Ejemplo:
; x'—10x*49=0
Se hace: xt=y

—_ 263 —-

Sustituyendo en la ecuacién, se tiene:

y'—10y+9=0
De donde: y =5x4
y =9; y'=1
Abora: x'=9: x= 43
x*=1; x=+1.
60. x*+16=17x. 61. x*+5x!=126.
62. 8x*+10x*=3. 63. 3x'—13x*+4=0.
64. x'*—26x*=27. 65. 15x*—34x*=15.
5T - il
66. 2‘X=+§ —-?. 67. 16x +x, 8.

68. (3x—7)*—4(3x—7) =32.
69. (x*—5)'—13(x*—5) +36=0.
70. (2x—a)?=b(2x—a) +2b*.
71. (x*—9) (x*—16) = 15x*, .
72. x+vx=6. 73. x—V3x=86.
74. 15x—4V3x=1. 75. 3x—4Vx=32.
76. 3x+24+v3x+1=31 (1).
77. x+1+vx+2=1.
78. x+vx+4=16. 79. 4vV75—x=x—54.
80. vVx+1+43x=27.
(1) En este ejercicio y en otros siguientes, se forma una expresién

igual a la cantidad subradical, para tener un ejercicio anglogo al 76,
Restando 1, la ecuacién se convierte en 3x-+1+V 8x1=20.
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81, x*—8x—2Vx'_Bx +40 =5
82. 39—8x+V7x* +8x—19 = Tx".

3 5
83. 4vVx*+ 1.23/{ =7. 84. 3':/21—5:/:2&2_
85, xit+i6=17x"% 86. x3+6x%=5.
87. VX*+2-+Vx'—3=v3x44.
88. VT —3V3x 4 =vx" 3,

X R
SrLt g

89. m—g. Hégase:

2x—6 £ gxcrd iy
3x—4 " 2x—6 4

3x—4 x—5 5
9 1 » - pREIRL ey e
“ x—5h v 3x—4 P

990.

80. Relaciones entre Ias raices de una
ecuacién de segundo grado y sus coeficientes.

Las rafces de la scuacion x*+px +q=0 son:

e

%

S e LIRS fl_:'._pw'"?_—#
. 2 o)
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Sumando y después multiplicando miembro a
miembro estas igualdades, resulta:

x'+x = —p
Lot f

x'x" =.q
Estos resultados indican que:

La suma.de las raices de una ecuacion de seqgundo
grado completa particular ordenada, es igual al coe-
Jictente de la primera potencia de la incégnita con
signo conirario, y su producto es igual al término
conocido, '

Ejecutando las mismas cperaciones con las
rafces de la ecuacién ax'+bx+c=0, resulta:

x4xi=— 2
a

L c
R - luego

La suma de las raices de una ecuacion de se-
gundo grado completa gencral ordenada, es.igual al
coefictente de la primera potencia de la incdgnita
partido por el coefictente de la sequnda potencia de
la incdgnata con signo conltrario y el producto es
wual al término conocido partide por el coeficiente
de la seqgunda potencia de la incognila.

Aplicaciones.—Las propiedades de las rafces
de una ecuacién de segundo grado, permiten
formar ia ecuscion que tenga por rafees dos
valores dados.
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Ejemplos: 1. Formar la ecuacién completa j
Yicular cuyas raices sean x'=8, x''=—5.

X' +x"=8—5=3=—p;: p=—3
x'x" =—40=q.

La ecuacién es: x>—3x—40=0.

2. Formar la ecuacién cuyas raices son:

x'=4, x'"= —"—g'
Xcha =!39= s '—t-]-; luego b=—10 y &
a.
»'.!!_,_._8.—-2? . R s
X% =— = =~ luego c=—8.

La ecuacién es: '3x"~—10x——~8=‘0.

Otra aplicacion de las propiedades de las raf
de una ecuacién de segundo grado es la transf
macion de un trinomio de segundo grado en
- producto de dos factores eatre la incégnita y
rafces, de la forma (x—=x’) (x—x").

Sustituyendo en la ecuacién x*+px+q=0 1
coeficientes por las rafces, se tiene:

xemlelhx Ox dx/x =)
De donde: Xﬂ"-——xx.’—xx_“ 4+ %% =0

x(x-—x")—x""(x—x") =0
(x—x)(x—x"") =0.

g
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Si la ecuacién es ax*+bx+c=0, se saca factor

comiin % y se tiene

c

a('x2+-2x+~£-)=0.

Sustituvendo el polinomio entre paréntesis por

el producto (x—x’)(x—x'’), se encuentra:

a(E—=x)Ex—x")=0
Hgemplos: 1. x*4-12x+35=0
X =641
x" L ﬂ5; x’? =—7

x?+12x -85 = (2 +5) (x+7).

2 4x*—33x+65 =0

X =

4(:&—%§x+%§) =0
7
8

xf=5; XH=3_1"
4x*—33x +35 = 4(x—5) (x—31)
= (x—F8) (4x—13).

Ejercicios. Formar las ecuaciones que tengan

como raices:
SR s B el S S

. 1y a2 5. 2+v5 y 2—/5,
. 543i, 5—3i.
g yos 8. 6y —3 9.2y —3
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- Descom.poner_en producto los primeros miem~
bros de las ecuaciones siguientes: e

10. K¥H15xt54—0 0

1 X:-—15x+44=0-. 11.

2. xX*—6x—40=0. 13. X*+7x—120=0.
ig g‘z—éblcl—lz{—é(}. 15, x*—77x+13=0.
- S —11x—12=0.  17. 3x*4-20 =0
18. 5x'—38%x 24— 19. G

91{2“‘*32X + 15 = 0,

81. Naturaleza de las raices, o sea discusi
de las raices de una ecuacién de segun;
-grado sin resolverla.

~La discusién se concreta a las tres cuestionﬁ";‘.
sigulentes: :
1. Si las rafces son reales o imaginarias.
2.* 51 las raices son de igual o de distinto signo.
31:\i" Cu{;.l es el sig_po de las rafces. '
Nos referimos primero cuaci 1plet:
pai‘tictéla_r i -l?—q?—-().' a la ecuacién completa
1.* Si el término conocido es negati 7
‘duda acerca de la realidad de las ra?ges, \I;?J’eg'; gﬁi
Ia g:t;zsmmma@te (cantidad subradical) es positiva.' E
Si el término conocido es positivo, la diseri-
Iinante es una diferencia y se pueden presentar
tres casos:

5

P
St ( )= q, las raices son reales e iguales.

o

2
)> q, las raices son reales y distintas.

e

i)

S

&

2
(—_ )< Q. las raices son imaginarias, complejas :
conjugadas. A
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En el caso en que las rafces sean reales.

2.* Si el término conocido es positivo, las raf-
ces son del mlsmo signo '(_Reg_la de los signos de un producto);
perc si es negativo, las rafces son de distinto
signo. :

3.* Si las rafces son de igual signo, deben
tener el signo contrario del coeficiente de la
primera potencia de la incognita, segiin la primera
propiedad de las rafces.

Si las rafces son de distinto signo, la de mayor
valor absoluto tendri signo contrario al del coe-
ficiente de la primera potencia de la incognita.

Si la ecuacién es completa general ordenada,
varia s6lo el célculo para la primera cuestion.
En esta ecuacion la discriminante, en el caso de
duda sobre la realidad de las rafces, es b*—dac.

Si b > 4ac, las raices son reales y dustintas.

Si b*=4ac, las raices son reales e iguales.

Si b* < 4ac, las raices son imaginarias, complejas
conjugadas.

Ejemplos: 1. x*+15x+50=0.

1. Las raices son reales y distintas, porque:

2.* Las rafces son de igual signo, porque su
producto es positivo (+50).

3.* Las rafces son negativas, porque, teniendo
igual signo, su suma es negativa (—15). Verifi-
quese la discusién por la resolucién de la ecuacibn.
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2. 2x—13x+15=0.

1.* b*—dac= IGQ- 120; ias rafces son reales y

distintas.

2.* El producto de las rafces es + 1§5-; luego

son de igual signo.

3.* La suma de las rafces es -+ 1@@ ; ¥y como son ,-

de igual signo, tienen gigno .

Ver_ifiquesé la discusion, resolviendo la ecuaci6n.

Ejercicios: Expresar en las ecuaciones siguien- ,:'_:.
tes, el producto de las rafces, la suma de las &

- rafces y la discriminante:
1. x*+20x+64=0.

5. 7x*—30x+ 8=0.
7. 9x*—40x—25=0. 8., 16x*—24x+ 9=0.

9, ;Cuédl es la naturaleza de las rafces, si la

discriminante es: a) 8; b) —18; ¢) 07

Discutir las rafces de las ecuaciones siguientes:

10, **18%x+ 36=0. 1l. x*+ 12x+ 20=0. .:":

12. *— 9x— 36=0. 13. x*+ 12x+'36=0.
14, x> 8x4 21=0. 15. x*+ 10x+ 34=0

16. 32 16x+ 5=0.1, 17 6x*~ I5x> 28=0. =

i8. 2x*+17x+ 33=0. 19.16x*— 24x+ 9=0.

20. 4x*—48x+153=0. 21. Ox*+180x+904=0. ¢

2. x+24x—180=0. |
3- XE—— Sx-l"lﬁ——‘—»o- 4.‘ x2_10X+ 41 =0. . ,n‘-
6. 5 Bix4 40=0"0
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Problemas.

1. jQué nimero multiplicado por 30 es 1 000
unidades mienor que su cuadrado?

2. Descomponer 3 024 en dos factores, cuya
suma sea 120. j :

3. Descomponer 100 en dos sumandos tales
que la suma de sus cuadrados sea 5 162,

4. Al producto de la edad de una persona por
15 le falta 100 unidades para completar el cua-
drado de la edad. ;Cudl es la edad? _

5. (En cudnto hay que disminuir el primer
factor y aumentar el segundo del producto 13 . 27,
para que el producto disminuya en 51?

6. El numerador de una fraccibn tiene una
unidad menos que el denominador. Aumentando
el numerador en 14 y el denominador en 4,
el valor de la fraccién se duplica. ;Cudl es la
fraceion? :

7. La suma de las dos cifras de un nimero es
12. Dividiendo el ntimero invertido por las de-
cenas del nimero primitivo, se obtiene un ni-
mero menor en 15 unidades al que se obtiene
dividiendo el primer ntimero por sus unidades.
iCudl es el ntimero?

8. El nimero formado por las dos primeras
cifras de la izquierda de un nimero de cuatro
cifras y el nimero formado por las dos tltimas
son consecutivos. El producto- de estos niimeros
surmnado con el ndimero completo es igual a 1 244.
4Cudl es el nmimero de las cuatro cifras?

9. La hipotenusa de un tridngulo rectdngulo
es 25 metros y la suma de los catetos es 35 m.
;Cuénto miden los eatetos?



TR

10. La hipotenusa de un tridngulo rectdngulo
mide 25 m y uno de los catetos tiene 6 m m4
que su proyeccion sobre la hipotenusa. Calecular |
los catetos. i

11: Un cateto de un tridngulo rectdngulo mide
un metro menos que la proyeceién del otro
cateto sobre la hipotenusa. ;Cudnto mide esta =
proyeccibn, si el otro segmento de la hipotenusa
mide 9 m? gl

12. La hipotenusa de un tridngulo rectdngulo
mide 9 m mas que uno de los catetos y 8 m més
que el otro. Calcular los lados del tridngulo.

13. Calcular los lados de un trisngulo rec-
tdngulo sabiendo que la suma de los catetos es
28 m y que la hipotenusa tiene 4 m menos que el
doble del cateto menor. ;

14. El cuadrado de la suma de los catetos de
un tridngulo rectdngulo ticne 120 m® mds que
el cuadrado de la hipotenusa. Calcular los ca-
tetos y la hipotenusa, sabiendo que la diferencia
entre los catetos es 7 m.
.15, La sumsa de la base con la altura de un

tridgngulo es 30 m y el drea del tridngulo es 112
m* Caleular la base y la altura del trifngulo.

16. La suma de los perimetros de dos cua-
drados es 240 cm y la suma de sus 4reas es
2522 em®. ;Cudnto mide cl lado de cada cua-
drado?

17. La suma de los catetos de un tridngulo
roct{mgulo es 71 ecm y el drea del tridngulo es
330 e¢m?. jCudnto miden los catetos?

18. En un tridngulo rectdngulo el cateto me- 3
nor mide 42 em y los segmentos de la hipote- =
nusa determinados por la altura tienen una dife-
reticia de 98 cm. jCudnto mide la hipotenusa? °

== 23 —

19. Fn un tridngulo isbésceles la base mide
19 y cada lado 8 em mds que la altura trazada
a la base. jQué longitud tiene la base?

20. La tangente trazada a una circunferencia
desde un punto situado a 61 em de distancia
del centro es 49 cm m4ds larga que el radio de la
circunferencia. jQué longitud tiene el radio?

21. Un individuo compra un mueble usado v,
después de componerlo, lo vende en E° 144, ob-
teniendo un tanto por clento de ganancia 1gua1
al precio de compra. ;En cudnto habfa comprado
el mueble? .

22. El segundo curso de un colegio tiene 3
alumnos m4s que el tercero, y el primero 6 alum-
nos mas que el segundo. En una colecta de caridad
cada alumno del mismo curso da la misma suma,
pero cada alumno del tercer curso da tanto como
cada alumno del segundo y del primero juntos.
El tercer curso junté E° 10, el segundo E° 6,90
v el primero E° 5,80. g,Cué.nt;os alumnos tlene
cada curso?

23. Los socios de un club se proponen reunir
I° 360 para los pobres, debiendo dar cada socio
la misma cantidad. Otro club acuerda reunir Ia
misma suma; pero, como este club tiene 6 socios
menos que el primero, cada socio debe dar E° 2
mas. ;Cudntos socios tiene cada club?

24. Cierto nitmero de personas gast6 en un
restaurant E° 50,40. Si las personas hubieran
sido dos menos y cada una hubiera gastado E° 1,05
mis, la cuenta habrfa sido de E° 52,50. ¢Cuéntas
eran las personas?

25. Busecar dos niimeros impares consecutivos,
sabiendo que la suma de sus cuadrados es 394.
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26, Dos obreros pueden hacer una obra juntos |
en 18 dfas; el primero, trabajando solo, la harfa.

en 27 dias méds que el segundo, trabajando solo
también, Encontrar el tiempo en que cada cbrero
hace la obra. ;

27. Una deuda de E° 5 400 debe ser pagada en
partes iguales por cierto nimero de personas.
Habiendo muerto una de ellas, la cuota de las
restantes aumenta en E° 450. ;Cudl era el niimero
de personas?

28. Se vende una mercaderfa en E° 432, ga-
nando un tanto por ciento igual a la tercera
parte del precio de compra. [Cuédl era el precio
de compra?

29. Dos fabricantes, A y B, pueden terminar
un pedido, trabajando juntos, en 6 semanas.
Si ejecuta el trabajo cada uno por su cuenta,
A necesita 5 semanas més que B. ;En cufntas
semanas hace el trabajo cada fabricante?

30. Las dos cifras de un ndmero suman 9.
Invirtiendo el orden de las cifras y multipli-
cando el nimero que resulta por el primitivo,
se obtiene 2 268. ;Cuil es el nimero? ;

31. Si un ndimero de dos cifras, cuya suma es
15, se divide por el cuociente de la primera cifra
por la segunda, resulta 1031%. ;Cuédl es el ni-
mero? '

32. El cateto mayor de un tridngulo rectdn-
gulo mide 60 em y la diferencia de las proyee-
ciones sobre la hipotenusa es 21 cm. Caleular
los otros dos lados del tridngulo. :

33. En un tridngulo la base mide 15 cm mds -

que el doble de la altura. Calcular la base y la
altura, sabiendo que el 4rea del tridngulo es
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34. En la parte central de un sitio rectacgular
se edifica una casa de 25 m de ancho por 30 de
largo. El terreno que rodea el edificio es del
mismo ancho y su 4rea es el doble de la que
ocupa el edificio. ;Cudl es el ancho del terreno
que rodea el edificio? :

35. La resultante de dos fuerzas que obran
bajo un angulo recto sobre un mismo plano es
32,5 kg. jCusles son estas fuerzas, si su suma es
42,5 kg? :

36. Un comerciante comprd café por E° 132 y
té por E° 180, obteniendo 40 kg mds de té que
dé café. ;Cudnto valia el kilogramo de ecafé,
sabiendo que un kilogramo de té importé E° 0,40
menos que un kilogramo de café? -

37. Un comerciante habfa encargado café por
Ee 272: pero como el kilogramo de café habia
subido E° 0,10 en su precio, el vendedor le remi-
ti6 10 kg menos que los pedidos. ;Cudnfos kilo-
gramos habfa pedido?

38. Sobre un lado de un 4ngulo recte se en-
cuentra un cuerpo A, a 18 m del vértice y scbre
el otro lado un cuerpo B, a 20 m del vértice.
Ambos se alejan del vértice, en la direccion de
los lados: A, con una velocidad de 5 m por se-
gundo y B de 3. ;Después de cudntos segundos
los cuerpos estardin separados entre s{ por una
distancia de 50 m?

39. Un tren recorre 120 km en cierto tiempo.
En la segunda vez recorre la misma distancia en
30 minutos menos, por haber aumentado su ve-
locidad en 3% m por segundo. ;En qué tiempo
recorri6 la distancia en la primera vez? -
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40, Algulen regala Ee° 525 para repartirlos
entre los soldados de una compafia de un bata-

116n. Como 25 soldados estaban con licencia, cada

uno de los soldados presentes obtuvo E° 0,50

mds. ;De cudntos soldados se componia la com-

panfa?

CAPITULO XIII

Algunos sistemas sencillos de ecuaciones
de segundo grado.

Un sistema de ecuaciones es de segundo grado
s1 hay por lo menos un término de segundo grado.

St las ineognitas son x ey, los términos de
segundo grado son x?, y? xy.

Estudiaremos o resolucion de algunos tipos
de sistemas. No hay métodos que puedan ser
a.phmdu« en todos los cnsos. s

1. Resolucién por sustitucién.

Se aplicn s en una de las ecuaciones hay un
término de primer grado.

Fjemplo:
\+2V 4|
.x*wv-#?l
Se despeja x en la primera ecuncion
X=4- 2y
Mo sustituye en la segunda
(4 -2y)r—y:=3

enuwmn de segundo grado cuvas  soluciones

son {; o
13
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Reemplazando se obtienen los valores de x

gue son 2—-—--1-;--
Soluciones del sistema:
Xi=2y Vo]
e
T TR
2.—Sistemas reducibles a la forma
(x+y):=a

(x—=y)i=Dh

Ejemplo: _
Xt Xy Ay =..37

-, “‘XY‘_JFY,E
Restando lﬂ.b ectiaeiones rmemh:o 8 miembro
ge obtiene
Oxy =24
xy=12
X-‘-’"f‘x.\""**_l\_r! =37 x’——-xy..’..y'.-:.‘la ..If
Sirnminnely '\( +2)\V+Y = l} Rostundo -K‘*va-[-y*a] .
fx+y)‘—4t) (x-——y)*-l

Se pueden fnrmal cuatro sistemas combmando
los valores obtenidos.

xty=7| x+y=7 x+y=---w7|» Xty =—7

oy
Ejercicios.
1. 2. x +3y =7
X+ yi=5
3. 4. x‘_—’-l—y'~'=85‘2
xy =9
5,
7l
0 10. x— y

Xt -3xy 4y = 29'

1 1 1
12, 8L
Wc y* 20

13. JGc4y) z]_[ T
LI T
x—bxy+y=16] = — 45

X—y=1{ x-~y=-—1] x-—y=1 X—y =—1
X1 =4 X:,='_3 .‘(:==—-3 X4=-—-4
yi=3 y:=4 Vi ==—4 Yi===3

Este sistema tiene cuatro soluciones,

EJERCICIOS DE RECAPITULACION

Reducir a su forma méds sencilla las expresio-

2 (1"&'&.—)_ii

Des siguientes:

L (el



18. Dividir x ¥4 3x% +2 por x¥41.

3. (arb --(a‘b“*)‘- .4- (i/‘{b)a
)t o R
7 ( Sl ) (\/ ") )ﬁ%
(

19, Dividir xg’—l—-ﬁx%—%}’ por xg'-i-?y‘

20. Dividir 3x+5x2+2 por x¥41.

21. Factorizar a§+a'§——20-.

23. Dividir x *—y# por x¥ _y¥.

9 m+n)2m ( Zm m-—n
- a"l'll""'l'l ; : : ‘ % ‘-s- \ | %‘
; 23. Dividir 27x+9x*—3x%—10 por 3x*—2,
10. (a—r) ‘/a—“’? 0
: o 24, Extraer rafz cuadrada de x4 2x Y24y,
s G il il
11. ( ) ( il ),. i 25. Extraer rafz cuadrada de a’-ﬂ_Zab‘%—Fb.
B ; 26, Extraer rafz cuadrada de "9 . 64
R Lk s s as et 27. Demuest_re que 47 es el valor de
1 ‘) 24 . ; comﬁn el 9x+1 4x+1

28. Calcular el valor de la expresion
2 2
V3TtVI3  V3TVi3
29. Efectuar la suma
Va vb

Y T 4
13, Multiplicar 333*4—'}:"rj por _a’mbé

: 4 '
14. Multipliear -a%+5 por 8% +3

1
a

1 A
15. Multiplicar a,%-}--b-'%-{-c2 por 8% +b?—c?,

y ) Tt g f e T + ‘—_"—---——_-
16. Multiplicar x+x2y* +y por x—x*y®+y. Mo B Va0
30 Sia = 1 2 b= --—l—: , caleular el

1 1 1
17. Multiplicar a%——-a%b"'l‘—l-h% por a?+b?. 2—\/3 . 243
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valor de 3a*+5ab-—3b:.
31. Hacer racional el denominador de

1
T T

Va+/b _
32. Caleular una media proporcional geomd-
trica entre /24345 ¥y v2+v/3—/5.

33. Racionalizar

57497

1 1

57__g4

34. Comparar las siguientes expresiones
(VB8—+/2)° ¥ (vB++v2)7* (Cudl es mayor?
35. Indlcar en qué forma se puede determm I
cudl cantidad es la mayor, entre \/b y \/_

36. Transformar la expresién (g_—‘/?)% en otr
de denominador racional. 1—+v/2
37. Transformar la expresion siguiente en una

rafz cuya camtidad subladlcal no contenga ex-
ponentes fraccionarios ni negativos. -

ey

38. Caleular 3*'.4*'. 5! para x=1%, co-
. rrectamente aproximado a los milésimos.
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Resolver las ecuaciones:

: el 4
F9 e e
x+a a-t+x
40, XHVE—i x—\/;z:—r__%
V1 x+~./fx7—_ =

42. 6/x=5x %13, _
43, (x*—x—20) (x*-x—42) =504. Indicaci6n.
Empléese una incégnita auxiliar. Por ej:
x*—x—42 =y, entonces xzmxﬂ20==y+22
44, . X —6x+9 = 4\/3{2.&_5\; 186
45. 2x—xt—y/ 65{331_2§+7 0
46. (x*—4x+2)“=x*-—4x+44.
47. x*—2x'=8.

48. 9+4x = 10x".

49. 148x5 495 =0.
&

50. x» +6=5x?lf'

51. 3343 2=2

52. 3%4+9=10. 3*

53, 4%—1—0 5=

X x?l i 0:5
54. 2. 5 s




55. 5(5*+5%) =26.

56, (2L )T ixio (2 x) ¥

57. (x'--8xi— -1_8x~w1)*'~—3 =X,

58. x*"—x(a"+b*) +a"b" =0.

59. Encontrar todas las soluciones de:

60. Comprobar que —1+iv3 Sy 3
ecuacion x>—1=0. 2 :
61. Comprobar que §(3+iV7) es rafz de la
seuaclon x*—5x+12=0
62. En la ecuacién ax—22x+435=0 una de 3
las rafces es 1. Encontrar el valor de a. 3
63. Demostrar que las rafces de la ecuacion’
h{x*--1) = (a-—c)x son reales.

(a—h+e)x*+2ax+ua+b—c¢=0 son racionales. _

65. Demostrar que las rafces de la ecuacion |
{x--a)(x—b) =p? son reales.

66. ;Quévalor debe tener k para que valgaOuna &

de las rafces de la ecuacién 7Tx*—4x+2k—10=07

67. ;Para qué valores de m, la ecuacién |
24 2(m+2)x+9m =0 tendrd rafces iguales?

68. Demostrar que son racionales las rafces de

la ecuacion x+—2px+p—q?+2qr—r*=0.

69. (Qué valor debe tener k en la ecuacion

x2—2(k+1)x+(2k +1) =0, para que:

a) sus rafces sean iguales:

b) el producto de sus rafces sea igual a 3, y

¢) la suma de sus rafces sea igual a 6.

70. Dada la ecuacién x*—mx+m?—3m+2=0,
determinar m de modo que una de las rafces sea
el doble de la otra.

71. Dada la ecuacién 3x*+2(m —7)x—27=0,
determinar m de modo que sus rafees difieran
s6lo en el signo.

Si a y g son las raices de la ecuacién ax*+bx+
¢ =0, encontrar los valores de:

1 i
72, — 4 . s o] i gy
ot 3 73 . o 74. (a—B)"

G e C .

78. o«’p+ap’. 79. o*-p4. 80. o'+ g2

Si « y g son las rafces de la ecuacién x*-—ax+
b=0, formar la ecuacién cuyas rafces son:

8L 2,25 82. o1, g+l 83. 2. 8.
84. u—-z_, g—2. 85, a, g2 86. a+38, 3u48.
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Se puede, sin embargo, atribuir valores arbi-
trarios a una de las incégnitas y deducir de
ellos valores corresponeienies de la otra,

Por ejemplo: para y=1, x=5%;
Para y=2, x=4%;
para y=3, x=4.

TERCERA PARTE

Correspondiente al sexto afio de

Humanidades

La ecuacién propuesta tiene, pues, infinitas so-
luciones; de aquf el nombre de ecuacién inde-
terminada que se da a una ecuacién de primer
grado con dos (o m4s) inebgnitas, en contrapo-
sicién a una ecuacién de primer grado con una
Sola incognita, que tiene una solucidn ¥ se llama,
por esto, ecuacion determinada.

CAPITULO X1V

Sistema de ecuaciones simultineas de :
primer grado con dos y tres inc6gnitas.

83. Ecuaciones simultianeas. Si se forma
otra ecuacién con las mismas incognitas de la
ecuacién 3x+2y =18, por ‘ejemplo, 5x—by=2,

6y +2

se obtiene que: x = i

Para que los valores de x e y satisfagan al
mismo tiempo las dos ecuaciones, es necesario
que con el mismo valor de x se obtenga simultd-
neamente;

82. Ecuaciones indeterminadas. Una ecua~ ‘;{‘
cién con dos incbgnitas, x e y, es de primer grad |
cuando puede reducirse a la forma ax+by=e
por ejemplo 3x+2y=18. j

De la ecuacién:

3x+2y = 18

se deduce: X = 18—.;2)'
o 18—2y _ 6y+2
3 5
La identidad de los valores da x en funcién
de y en ambas ecuaciones da lugar a la ecuacién:
182y _6y+2
3 5

_ 18—3x
Y e

Estos resultados indican sélo el valor de una
incégnita en funcién de la otra; pero no expresan
un valor determinado de ninguna de ellas.
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Dando forma entera a esta ecuacién, resul
9010y =18y+6
De dond‘é: 23y =84
: i

Sustituyendo este valor en:

My 18;2)(

, 8e ‘encuentra:

x = 4.

Las dos ecuaciones se satisfacen con los valor
x=4 e y=3, por lo cual se llaman ecuacio
simulidneas.

Dos ecuaciones simultdneas forman un sisle
de ecuaciones con dos wncdgnitas. Las dos ec
ciones del sistema deben ser independientes
‘una de la otra, es decir, una de las ecuacio
no debe ser una mera consecuencia de la ot

Un sistema de ecuaciones simultdneas se llam
determinado, si se compone de tantas ecuacio
independientes como incbgnitas tiene.

84. Eliminacién. Para resolver un sistema
dos ecuaciones con dos inedgnitas, se elimina u
de las incognitas, combinando las ecuaciones
modo que resulte una ecuacién con una mcégmta.

Eliminacién es el procedimiento que hace desa.
parecer una incégnita de un sistema de ecua- 1

ciones.
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Los métodos principales de eliminaci6én son
eliminacién por sustituctén y por reduccién, lla-
mado también por adicién y sustraccién.

85. Eliminacién por sustitucion. Este mé-
todo consiste en despejar en una de las ecuacio-
nes, una de las incognitas en funcién de la otra
y sustituir este valor en la otra ecuacion.

Ejemplo:
Ix+4y =31|.
4x+6y =44

Se despeja x en la primera ecuacibn:

Se sustituye en la segunda ecuacion:

4(31—4y) Ig
rETT + 6y = 44,

Se multiplica por 3 y se resuelve el paréntesis:

124—16y +18y = 132
De dondle: 2y = &
y oid
Se sustituye este valor en x = _3_?.;_'41?'
x =39
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Este método se _a.ijlicq de preferencia cuandp’"?,
una de las jncégnitas tiene como coeficiente la

unidad.
Resolver por este método los sistemas:

1. x=10 2. x-y=6

x+y=16 y= 15!

3. x+y=11 4. 6y—x=10
¥y =2x+9| x=3y+2l

5. x—2y= 3 6. 8x+3y=25
4x+3y =45 5%+ y=13{

7. 10x— y=30 8. 12x—8y=>56
Tx—2y= 8§ Ix— y= 67!_
9. 4x+6y=52  10. 10x—6y=30
ox—2y =27 Ix—4y = 24‘

11.  21x+35y=91 12.
3x+ Ty=17

13. 11x—36y=26 14. 15x— 8y= 80
x+12y=34 20x—12y =100

86. Eliminaci6én por reduccién. Este método
consiste en igualar en las dos ecuaciones los coe-

ficientes de la incognita que se trata de eliminar.

Este coeficiente comtn debe ser igual al mfnimo
comtn multiplo de los coeficientes de la incégnita
en las ecuaciones del sistema. Con este objeto, se
multiplica cada ecuacién por el ntimero que mul-

DA e

tiplicado por el coeficiente de la incégnita por
eliminar dé el coeficiente comin; en seguida se
suman las ecuaciones resultantes, cuando la in-
cognita que se debe eliminar tiene signos distin-
tos en las dos ecuaciones y se restan, si los signos
son iguales.

La ecuacién que resulta contiene una sola in-
c6gnita, cuyo valor se calcula. '

Para tener la ecuacién con la otra incégnita
se repite el procedimiento de eliminacién de la
incégnita conservada en el primer célculo o bien
se sustituye el valor encontrado, en una de las
ecuaciones.

Ejemplo:
9x—8y =32| . 3) 3l
Tx—by=26 . 4. 9

Para eliminar y se multiplica la primera ecua-
¢ibn por 3 y la segunda por 4, porque el minimo
comin miltiplo de 8 y 6 es 24. Kl sistema se
transforma en el siguiente: '

27x—24y =96
28x—24y =104

Restando la primera ecuacién de la segunda,

resulta.:
x=8

Para -eliminar x se multiplica la primera ecua-
ci6n por 7 y la segunda por 9:
63x—56y =224
63x—54y =234
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Se resta la primera ecuacién de la segunda

2y =10
y= 5.

En lugar de repetir el procedimiento para cal-
«cular el valor de la segunda incégnita, se susti-
tuye la incégnita calculada por su valor, en una
de las ecuaciones, en la més sencilla, como sigue:

Se sustituye en la segunda ecuacién:

56—6y =26
6y =30
y= 5.

 Resolver por eliminacién por reduccién los

sistemas sigulentes:
2. 9x+5y=83
4x+5y,=48|

1. 8x+3y=30
5x—3y = 9!

3. 13x—9y=50 4. 3x+5y =28
10x—9y =26 4x—3y=18

5. 16x—5y=125 6. 6x+15y =117,

Tx—dy= 42 5x+13y = 100
7. 13x—12y =30 8. 6x+8y=124
x4y =70, Txtdy= 94
9. 20x—24y=36 | 10. 3x+12y=111|

17x— 8y =105| IxBy=1 7}

11. 8x+ 9y=61 12. 9x+10y =104
6x—12y= 2 6x+15y =111
13. 15x—18y =36 14, 24x+20y==36_94
12x—12y =48 . 36x—30y =18

87. Cas: s speciales.

a) xty=24
x—y= 6

Sumando y restando sucesivamente las ecua-
ciones se encuentran:

2x=30
2y=18
x=15
y= 9

b) 8x-+5y=146
5x-+8y = 140

13(. +y) =286
3x—y)= 6
X+y=22
x—y= 2

T x=12
y=10
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Expresar en palabras la sucesién del csleulo.
Aplicar el método en los siguientes sistemas: '

1. 5x+3y=21 2. Tx+5y=26
3x+5y=19] 5x+7y =22
3. Tx—5y=18 4. 9x—4y=78_
. x—7iy= 6 4x—9y =13
5. 8x—3y=18 6. 10x—6y=
8y—3x= 7 —b6x+10y= 2

7. 2x—3y=3a+7b| 8. b5x+3y=9a—b
3x—2y =7a+3b 3x+5y =9b—al

c) En sistemas de la forma:

9 8
12 4
> g

conviene elegir como incégnita los valores recf-
procos de las inc6gnitas y, para mayor facilidad,
aprovechar. incognitas auxiliares para estos va-

lores, por ejemplo:

il
<

l_u :
X £

< |

~ 206 —

Se sustituye en el sistema y resulta:

u+8v=>5
12u—4v=3. 2
33u =11
u =4
Sustituyendo en la 1.* ecuacién se tiene:
8v=2
v=1%
Ll ndl
-}—( T x=3
1 IS
T y=4
Anglogamente se procede en un sistema de la
forma: i R
\/}_{_ + Vy = 2a
vx —Vy =2b

eligiendo como incégnitas Vx y Vy. -

Resolver los sistemas:

1o ks : T o
2 — R e 7] 2. — =
L bty
e e b
B S > it lin
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By e 1. x4y=6 1 2. 4x+38y=34
Xey=l14| X:y=2:3
—2f'+—§-=28 %—»1—0=1 3. bx—by=1 | 4. x+y=55
T y il X ty=3.5 X y=2%:13
12,45 24 , 33 x+2_ y+3 oy
5 ++—)-;.—5 6. ;+——15 5 e 6 g
x+y=25 Xxty=40"
180 g i .
Sy x Ty " - x+y=._f: 8. 3x+4y 9
— ————— x—y .3 . 3x—4y 7
7. 3Vx—4vy=9 8. 5vx+6vy=27 x+y=20 X—y=58
Vx-—- Vy=4 9v/x—8Vy=11
9. VEATT+Vy—l=5 9. XB¥_ 1T
Vx—T7—Vy—1=1| o ik | .
G AT 10. (x+y) :(y—x)=15 : 8
10. 3Vx+5—-TVy—8=5 .[ :
2VXF5—5Vy—8=3 X |
- ¥ x+l 12 g M g5
by LA 7

d) Una de las ecuaciones expresa la razén

entre las incégnitas. itk » ; iy
88. Sistems de tres ecuaciones simultineas

. Ejemplo: T x“i =12 | de primer gradc con tres incognitas.
| | I x:y=1:3 - |
e Resolver el sistema:
Se despeja y en II: =3 . ,
Se sus}tit]uyg en I: 4:_):= 12 3x + 21’ WA 49: -4
x=3; y=9. %x—.— Uy + Bz = *4{ S
- 5% % dy— 2z = 62 i@
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18x — 3y = 156|
22x + 3y = 244

40x = 400

x = 10
220 + 3y = 244
3y = 24
y=28
20—72 + 8z =—4
8z = 48
z =6

Explicacién.—Se elimina z en las dos prime-
ras ecuaciones por eliminacién por reducecién, y
del mismo modo se combinan las dos ultimas |

ecuaciones. Resulta asf el sistema

18x — 3y = 156
22x + 3y = 244

' del cual se obtiene x=10 ¢ y=8.

Sustituyendo estos valores en la segunda ecua-

cion del sistema se encuentra que z=6.

En resumen, pars resolver un sistema deter-
minado de tres ecuaciones con tres incognitas, se
convierte, mediante uno de los procedimientos *
de eliminacién, en un sistema equivalente de dos
ecuaciones con dos incognitas y se resuelve este
sistema, aplicando el procedimiento ya tratado. °
El valor de la tercera incognita se determina por

sustitucién de los valores de las dos primeras

incOgnitas en una de las ecuaciones del sistema.

Sl iogl

En algunos sistemas de ecuaciones simulidness
se consigue la eliminacién de una de las incog-
nitas con m4s rapidez, combinando las tres ecua-
ciones en vez de combinarlas de dos en dos. Asf,
en el sistema propuesto, Ia suma de las tres ecua-
ciones da:

190
10.

10x
de donde: x

Sustituyendo este valor en las dos primeras
ecusciones resuita el sistemas:

6y — bz = 12
—9y + 82z = — 24,
Ejercicios

1. 4x—3y= 3 2, 7x4+9y=66
5x+ y=37 1 X+8y =43

3. 6x+5y=150 4. 16x—14y =156 |
Tx—4y= 57 15x— 9y =48 J

5. 8+ 9y=6l| 6. 17x+12y=109 |
6x—12y= 2| 10x— 8y = 34 |

7. 26x+45y=97 8. 10x— 9y=12
39x—30y =48 . 25x—12y =51 |

9. 15x-+1dy=44| 10. 6x+35y=53
25x+2ly =71 9x—14y =13

11. i5x+16y= 76| 12. 22x+15y=96
35x—24y =116 33x—1i0y =79




13,

15.

17.

19,

1.

22.

23.

4.

5.

__._300.._....

28x+30y=905| 14.
21x—26y =16

83x—48y =29
- 42x+69y = 96

13x 412y =28,7 1 16.
12x +13y =288

Ty-—(9x-—8) =38

5x+7y =49
7x+5y =47

18. 24—(5x-+8y) =
Tx—(y—5x+61) = lf 25—(3x—7y +18) =

3(4x +8y) = 4(8x +3y)
7(9x—5y) =2(5x—8)

2(3x+5y +2) = 3(5x+3y—1)
4(6x +5y +4) = 5(7Tx +6y—3)

b{x-~4)—5(y +1) =9
5(x-—4)—6(y+1) =2

1)+ (y—6) = 33
12(x—1) +5(y—6) =41

7(3x—-2y)—8(2x—3y) =35
8(3x—2y)—17(2x—3y) =40

O(Bx---y)—8(5x +2y) =16
8(Br —y)~—8(bx+-2y) =80

x—4) (y+7) = (x=3)(y T4)
(%8} (y-=2} = (x4 2) (y—1

(x+3)(y +5) = (x+1)(y +8)
(2x—3)(8y +7) =2(5x—8)(y

+1)]

27.

28.

29,

30.

31.

32.

33.

35.

301 ==
x—b) (y—3)=(x—4) (y=4) |
(x—10) (y—1)=(x—9) (y—3)!
(x+1) : (y+1)=6:7
(x—1) : (y—1)=4:5
(3x+2) : (3y—4)=8 : 5
(5x—4) : (6y—4)=3 : 7
(2x—3y) : (3x—4y)=3 : 5
(x—=2 ):(y+2 )=1:3
(x—3) : (y—4)=38 : 4
(x43) : (y+4)=4 :3 |
(2x+3y—2) : (5x—2y+9)=2 : 3
( x+4y—1) : (bx+4y—T7)=1 : 2
Zx+dy-17| . 2xt+2y=16
'—}x+-§-y=19 %X'“%Y""i
7 b ]
9% — Ey=4 36. iéx %«éy 11
5 3 |
"gx — ‘Iy =6 ; X i?éy 14
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37.

39.

s

43.

45.

2x+1 85y =53

o3x—23y =7

2,4x+1,8y =30
3,6x+5,4y =61.2

46. 6,5%x—4,5y="5

X—7

Xl Y0
o e

-

Xewl Yo —g

Tma g

2ty x 47

4 6

2x+7y  x+7_

6 3

g
2x+3y " Bx+2y

L
x—2y 8x—17

4y,

38. 5ix—3fy=14

35x—18y=83

3x+2
- 7 -"5y

Tx—12
5

=y+12

x+2  y+2_x—y|!

3 5

2

x—1 , y+3 2(x
ST

4

+v) --f.}

47.

48.

49,

50.
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11—x , 4x—8y—2

i e b e
. L .
13 X 3x 8y=x+y-~5&
7 3
X, 202y by 4y 19
6 gINis 3
x+56y  »_ 2y+31 [
Y 4512 i

5x+3  5y+6__
5 3 =x—1

5x—4  3y+l_ .
B et

4x—3y—19 x—2y+9 e
4 6

Sx—dy+21  3x—2y—2 .

6 9




51.

52,

55.

=304 =

a B0 sy

By e F gy

—é'(x*‘-}.) S Zz}’“‘i“l, L

3 L R =
Z [X"i"ﬁ} 5 (y+5) 1-_

2x+3y=xy (*) 54. 1-0x~——3y$2xy1' 1
10e 9y =xyi LTy On oy

|

(*) Dividase cada genacién por xy' o climinese una de las incégni Y

en los primeros miembros. :

(**) Aprovéchense incégnitas suxiliarea pars las expresiones ques

®e repilen:

1

—— ] -

x—4 y—I1

58.

59.

60.

61.

ST —VaTy =4 o
BVxFEVi—y=3

3y H-+.2x/x—y =10

2@’3—”—“—%’ +3Vx—y =10

6 Yy—38 i

H* 5 3
x—5)Vy—38=15

62. a?*3 | ghv—2_g8

a* ., a’=a' %
; _3x+'2y=l7

X—y=3

(*) Aprovéchense incégnitas ayxiliarcs i
w Ggni para las expresiones que



63.

65.

66.

67.

68.

69.

&'?x—'g - a?.._a&r—-- i aﬁ
b | bi=bot 8
- Sl U ¥ i2 il
VoV val
x e, ¥ Sl
VAl Vai=1
1

4
Va® . avt?=v/(a?)?

x+1.

4
Va'l : a¥—%=a%/g3

4

3
Vgl Vgl =g8

SRl - 3
Vad . va'=a?

VB . VB =b]

10
Val=va' . Va

el el

\/ m:-s

\/ ms:--1

s vVmiR=1

8
. \/m'sy_l by m iy

B

72,

74.

76.

$0.

81.

82.

ax -—{—by :éﬁ +b2 i

x-ry=7a43b
X—y = 79.—-3b‘

r -—Sy = 7&‘

(a-+c)x—by=be

Xx+y=a-+b|

307 —

71. sx+y=p
bx—y=gq

73. Tx—5y=2(a+12b)|
Sx—7y=2(12b—a)

‘ 75. x+y=m+n‘

X =a':b,|

ax+by=2 |

‘ab(x+y)=a+bh

nx-+my = 2mn

77. bx-+ay=2a’h +2ab’[
x vy U=anb

79. ab(ax+by) = a.’+b’[
ab(x — y)=a—b/|

a(x+y)—b(x—y)=2a
ax—y)—blx+y) =

(a+b)x— (_ﬁmb)y =4ab v

(a—hb)x

ax+by=2a

aﬁ +b2

S ab

+(a+b)y =2a’—2b?|
X——¥ !
83, T 2=—p
ot
x+1_y |
> |




84.

85.

86.

87.

89.
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Xyl
el IiET s
=]
atb | a—b a+b

X

y 4ab

a.:{;b e piige

xty x—y _ 2(a'+b)
atbh a—b a’—b?
! 42ab +b?
(a+b)x+(a—b)y = %z—i"g;“" -
2 bi
(a—b)x+(at+b)y = %;B;
a : 1 A a.i) &::P: 2 _.5:
= j;.} =b 88. v e = a{ |
L i L e L
i K =8 % y
X e Xl ==
y +2z =32 gy = 4

91.

93.

95.

97.

99

Lo 800 -
92.

X—y= 8l
X+ 2z =40
y—z= 38

15
10
17

x + 2y
y + 2z
:5_+2.x

I

2x + 3y = 44
3x —4z = 6

3y — 2z = 12|

X ey

bl

N

hoff o mil

x+1 _ 13

el
y+2 14
z2+2. 18
a+3 _ 14
X-d 18

9.

98.

- 100.

. 2% + y =40

3x +y =18
3y +1z =10
% tx = 8i

2x + 3y = 29
2y + 3z = 19
3z + 2x = 23

y+ 32 =34
3x — 2z = 29

de e d o
CRlE

1 1
“@"Y B '§3=6

1 1
—IX = EZ—G-

x—1 I
y—1
y—""'2 i)
z—2

Zz—3
x—3

~jer e
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103.

105,

107.

109.

111,

113,

x+2y+3z= 22‘

+
cn

-+

e

-3

p
E’!l:—l ul;—- l<|t—-\

<= M= e

x+y+z=12 104,
y=x+1

z=x+2|

x—y—z#12
y—x= z—34
—y= %—16|

‘ 106.

x+y+z=100 |
Xx:y:z=6 :3:1|

110.
x:y=3:4

x+y+z="72 1
y:iz=4:5

112.
y+22+3x=25
z+2x+3y =25

5x—3y—2z=20
Tx—4y—bz =20
2x+3y—8z =20

. 114,

108.

9x-—Ty — 62=18
12x—14y 492 =27
18x—35y +152 =0

o ]
3 4 115. 3x+4y—4z=11| 116.
% 9x—6y +8z =45
s 7x+8y—6z=41
s s
X Z
3;'"‘"’;""3 §+“§+-E=12
Xx+y-+z=44
x=4z—31 - i
i _ 8, 4 e
y=3z—21 T +-E =18
x+2y+3z=80
y=2x—11 - .
z=50—3x ol
_ A - 7 : =13

5x+3y—2z =56

9x 48y +52 =300
x:y=2:3
y:i2=5:6

x:y:-z=4:6:5'

2x—y+3z=14
2y—z+3x=24
22—x+3y =10

5x+4y—2z=2

3x+9y+8z= 4(1)(
11x+7y—8z =35

gl

e

’ i
-

| -'

120.

3

—4“X

§z=30

3
+my+ 6
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BRI o +e—r=d e
!

20 3—x) _,
o ’ X—y+z ;
AL e 2x+3y—a_
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Prsblemas.

1. La suma de dos nimeros es 64 v su giferen-

cig 16, jCudles son los nimeros?

2. Si el doble de un nidmero se suma con i
triple de otro, resulta 79. Si al triple del primero
se resta el segundo, resulta 36. ;Cudles son los

ndmeros? - ;
3. Si se aumenta el primero de dos ntmeros en
el triple del segundo, se obtiene 29. Si se aumenta
¢l segundo en el triple del primero, se obtiene 93.
cCudles son los ntmeros?
4. La suma de dos nimervs dividida por 4 es

10 y la diferencia de ellos multiplicada por 8 es

48. ;Cuédles son los ndmeros?

5. La diferencia de dos nimeros es a su pro-
ducto como 1 : 30; la suma de los valores reci-
procos de los nimeros es . ;Cudles son los
nimeros?

e o

6. L>os niimercs estdn en la razén de 5 : 3. Si se
resta 100 del primero y se agregan 10 al segundo,
resulta la razén inversa. ;Cudles son los nimeros?

7. Buscar dos nimeros, de modo que el doble
del mayor sea igual a la suma de los nimeros
mas 62 y que el doble del menor sea igual a la
diferencia de los nimeros menos 8. :

8. Si el primero de dos nimeros se aumeata en
2, son entre sf como 4 : 5, si el segundc se au-
menta en 2, son entre si como 2 :3. ;Cudles
son los nimeros? : -

9. El cuociente de dos ntimeros es ¢ y el resto
11. jCudles son estos niimeros, si la suma de
ellos es 1797

10. Dividiendo la suma de dos nimeros por su
diferencia, resulta 3 como cuociente y 6 de resto.
Kl triple del primer ndr ro excede en 31 al
duplo del segundo. ;Cudies son los ndmeros?

11. Buscar dos numeros que cumplan con las
siguientes condiciones: dividiendo el segundo por
el primero, resulta 2 como cuociente y 3 de resto;
dividiendo la suma del primero con 12 por el
segundo, resulta 1 como cuociente y 3 de resto.

12. Hace 5 afios la edad de un padre era el
cuddruplo de la de su hijo; 5 afios después de la
edad actual, la edad del padre sers 2} veces
la de su hijo. ;Cudl es la edad de cada uno?

13. Hace 7 afios A tenfa la mitad de la edad
de B; dentro de 5 afios A tendr4 los 3 de la edad
de B. ;Cudl es la edad de cada uno’

14. Un padre-dijo a sus dos hijos, de los cuales
uno tiene 4 afios mas que el otro: «Hace 6 afios yo
tenfa 6 veces la edad de ustedes juntos; en 2
anos més, s6lo tendré el doble de la suma de
sus edades>. ;Cudl es la edad de cada uno?
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15. 10_kilogramos de té v 8 de café v
e 52.80: 15 kilogramos del mismo té v 6 ¢
mismo café valen E¢ 57,60. ;Cudl es el valor ¢
kilogramo de té y del kilogramo de¢ café?

16. Si se mezclan pinturas en la razén de 4 a
hay que vender el litro a E° &; pero sl se me
en la razén de 3 a 2, hay cue vender el Ii
E° 486. ;Cuénto vale el litro de cada clas
pinturas?

17. 50 kg de trigo y 30 ki de centeno se
 den en E° 6,86; a los mismds precios, 40 kg
trigo y 20 kg de centeno valen E° 5,16, (Cu
vale el kilogramo de cada especie?

18. Dos obreros que trabajaron en una ob
durante 15 v 12 dfas, respectivamente, gan
en sunma F° 24,60. Si el primero hubiera trabaja
durante 12 dfas y el segundo 15, habrian ganad
en suma E° 24. ;Cudnto ganaba cada uno al df

19. El jornal de un obrero A es } més qu
de otro B. Al fin de cierto tiempo A, que ha @
bajado 5 dfas mds que B, recibe E° 30, mientr
que B recibe E° 18. ;Cudnso gana cada obre
al dia?

20. Se ha repartido la suma de E° 1416 e
dos personas, de modo que retirando la prim
4% de su parte y la segunda i de la suya, qu
saldos iguales. ;Cudnto recibe cada person !

21. Un comerciante en muebles compro
mesas y 2 sillas en E° 75. Vendid las mesas ¢
10% vy las sillas con 209, de ganancia y re
por todo E° 85,50. Calcular ¢l valor de cada
y de cada silla. :

22. Un comerciante cancela dos facturas e
E° 30600, haciéndole 5% de descuento en la p

mera y 109 en la segunda. Si le hubieran
descontando 109% en la primera factura v 89,
en la segunda, habria cancelado las dos facturas
con E° 30 000. ;Cudl era el valor de cada factura?

23. Caleular los pesos de dos pedazos de fierro,
sabiendo que los 2 del primero pesan 96 kg
menos que los 3 del segundo, y que los £ del
segundo pesan tanto como 4 del primero.

24. Un objeto compuesto de oro y plata pesa
592 g. Su volumen es 41 cm®. Calcular el peso
del oro y de la plata que  contiene, sabiendo
que un centimetro ecubico de oro pesa 19 gramos
y que uno de plata pesa 10,5 gramos.

25. La suma, la diferencia y el producto de
dos nimeros son entre st como 5 : 8 : 16. ;Cudles
son los numeros? .

26 La suma de las cifras Jde un nimero de dos
cifras es 9. Invirtiendo las cifras resulta un ng-
mero que tiene 9 unidades mis que el cuddruplo
‘del nimero primitivo. j;Cudl es el nimero? '

27. La cifra de las decenas de un ntimero de
dos cifras es 2 de la cifra de las unidades. Invir-
tiendo las cifras resulta un ndmero que tiene
18 unidades mdés que el primitivo. ;Cuél es el
namero? i

28. Dos ntimeros de dos cifras se diferencian
86lo en la colocacién de éstas. La suma de-los
nimeros es 99 y su diferencia 63. Calcular los
numeros, considerando sus cifras como incégnitas.

29. Dividiendo un ntimero de dos cifras por
la. cifra de las unidades se obtiene 9 como ecuo-
ciente y 6 de resta. Invirtiendo las cifras y divi-
diendo el miimero por la cifra de sus unidades,
resulta 12 eomo cuociente y 3 de resta. ;Cuél es
¢l nimero?
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30. 10 m de un género de seda v 12 m de un
de lana valen, deduciendo el 297 de descuent
Ee° 207,76; 4 m del mismo gvnero vy 6 m del s
gundo, con 4% de descuento, valen E° 88
G ufil es el precio del metro de eada género?

Dos capitales invertidos er bonos del
v del 89, respectivamente, producen E° 76
anuales. Estos bonos, cotizados a 84 y i
respectivamente, valen en suma E° 8800. Cal-
cular los capitales en bonos. '

32, La suma de los intereses anuales de E° 4 25!}
¥ E° 5 480 es E° 529. Si en estos capitales se cam:
bian los tantos por ciento, los intereses anual
suman E° 541,30. Calcular los tantos por cxent'___

33. Si una de dos llaves de agua queda abier-
ta durante 25 y la otrs durante 28 minuto
suministran 1465 1 de agua entre las dos. Pe
si la primera queda abierta 20 y la segunda 21
minutos, s6lo suministran 1130 1 de agua. |
(Cudntos litros de agua suministra cada lla
por minuto?

34. Un depésito puede llenarse por una lla
de agua y vaciarse por otra. Si la primera se
abre ‘10 minutos antes de la segunda, 15 minut
después de abierta la segunda, el depésito con-
tiene 170 | de agua. Si la primera llave se abre '
20 minutos antes de la segunda, 40 minutos des- §
pués de abierta la primera, el dep6sito contlene-
320 1 de agua. jCudntos litros de agua suminis-
tra por minuto cada llave? i

35. Dos conductos de agua llenan un depé- |
sito, si el primero permanece abterto por 15 y ©
el segundo por 18 minutos. Si el primero se
abre por 12 y el segundo por 15 minutos, se |

CD
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alcanza a llenar 3 del depésito. JEn cudntos
minutos se llenarfa el depésito por cada uno de
los conductos separadamente?

36, Dos conductos de agua llenan un de;]x‘»
sito en tiempos que son entre sf como 5 : 6. Si
dos conductos se abren al mismo tiempo, después
de 15 minutos faltan s6lo 60 1 para que el depé-
sito quede lieno. Pero si el primer conducto se
abre 3 minutos antes del segundo, 18 minutos
después de abierto el primero, ya se har derrama-
do 12 1. ;Cuéntos litros mide el depésito y cudntos
minutos necesita cada conducto para llenarlo?

37, Un vapor recorre la distancia de 84 km
rfo arriba en 6 horas y rfo abajo en 4 horas.
(Cudntos kilémetros recorre el agua por hora y
cudntos el vapor en aguas tra.nqullas?

38. Dos moéviles parten al mismo tiempo de
dos puntos A y B, separados por una distancia.
de 140 m. Si van el uno hacia el otro, se encuen-
tran a los 10 segundos, pero si van en la misma
direcciébn (de A a B) se juntan 35 segundos
después de la partida. JCudl es la velocidad de
cada uno?

39. Dos viajeros partieron al mismo tiempo-
de dos lugares separados por una distancia de
38 km y se encuentran 4 horas después. Si el
primer viajero hubiera partido 1,9 horas antes
del segundo, se habrian encontrado 3 horas des-
pués de la partida del segundo vmjero {Cuén-
tos kilometros hizo cada uno por hora?

40 Dos ca.plt.ales colocados el primero al 334%
v el segundo al 4%, de interés, producen E° 520.
Si el primero produjera 4%, y el segundo 34%
de interés, el interés serfa E° 530. ;Cudles son los
dos capitales?
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41. Uno de dos capitales produes, a1 49, E
més que el otro al §9. Si se cambian los
por ciento, el primer eapital sroduce tanto
E° 115 comoel otro de menos. Caleular los capital

42. Si un capital se aum>nta en mil escud
y el tanto por ciento se disminuye en 1, los 1
reses anuales disminuven ¢n E° 35; pero si
capital se disminuye en E¢ 500 y el tanto p
clento s¢ aumenta en 4, lis intereses anua
aumentan eén E° 50. ;Cudl es el capital y el
por ciento?

43. La cuarta parte de in capital al 3}
% de otro al 419, producen en 4 anos E° 30
Los restos de estos capitales al 3 y 49, respee
vamente, producen en 3 afios E° 630. Cale
los capitales. i

44. Si se aumenta la base de un paralelégram
en 3 m y la altura en uno, el Area aumenta
30 m’, y si se disminuye la base en 2 m y la alt
ra se aumenta en 2, el dres aumenta en 10 m
Calcular la base y la altura.

45. En un tridngulo la dijerencia de los dngu
los « y 8 es igual a 40° 3 la diferencia ent
a ¥ v es igual a 50°. ;Cudnio miden los 4ngulos’
del tridngule? v

46. Aumentando la base de un tridngulo en
6 m y la altura en 4 m el :irea aumenta en 120
m?, y aumentando la base en 2 m y la altura |
en 9 m el drea aumenta eri 160 m?, Calcular la
base y la altura. _ 1

47. Si en un tridngulo rectdngulo se aumenta |
un cateto en 20 m y el otro en 2 m, el cuadrado |
censtruido sobre la hipotenusa crece en 2 040 m® &
y el drea del tridngulo en 150 m?. Calcular los
catetos.
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48. Sobre la misma hipotenusa se construyen

dos tridngulos rectdngulos. Los catetos del se-
"guitdo tridngulo miden 4 m menos y 8 m més,

tespectivamente, que los catetos correspondientes

“del primero. El 4rea del segundo tridngulo es

66 m* mayor que el 4rea del primero. Caleular
los catetos del primer tridngulo. ;

49. Las distancias entre las aldeas A, 3y C,
no situadas en linea recta, estdn relacionudas en
la forma siguiente:

La distancia entre A y B, pasando por C, es
81,5 km; la distancia de A a C, pasando por B,
es 755 km; y la B a C, pasando por A es 71
km. Caleular las distancias en linea recta de A

" aB deBaCydeCaA.

50 Los lados de un tridngulo miden 30 cm,
o0 em y B0 cm, respectivamente. Calcular los
lados de un tridngulo semejante al primero, cuyo
perimetro es de 9,6 m.

51. En un tren tres boletos de distinta clase
para un mismo pueblo valen E° 2,70. Tres bole-
tos de 1.2 clase con dos de 2.* y uno de 3.* valen
en suma E° 6: dos boletos de 1.* clase con 4 de
2.y 5 de tercera valen E° 9. ;Cuil es el valor
del boleto de cada clase?

52. Una persona pagé E° 44,50 por 3 pavos, 9
gallinas y 13 pollos; sin variar los precios, paga
E° 56 por 8 pavos, 6 gallinas v 8 pollos y por
una tercera partida de 4 pavos, 3 gallinas y 6
pollos pagd, conservando los precios anteriores,
E° 30. Calcular el precio de cada pave, cada
gallina y cada pollo.

53. La suma e« + 5 de los 4ngulos de un tridn-
gulo es el doble del tercer 4ngulo g y la dife-
rencia entre o ¥ #°es igual a la mitad del 4ngulo .
Calcular los dngulos.




84. Tl perimnetro Jde un tridngulo es 114
El lade menor cs igual a los 1% de la suma d
los otros dos y a la diferencia de éstos le fali
CIB para }os;% del lado menor. Calcular los lados.

55. Cada uno de tres hermanos se propon
reunir E° 99 -000 El primero para completar e
capital, le fa,lta del capital del 2.° % del
pital del tercero; el segundo necesita, para re
el lcapi-t-al proyecta;d'o g del capital del primer
Y% del capital del tercero; el tercero necesi
para completar el capital de Iii“ 99 000, los 10 .
del capital del segundo menos é del capital
primero. jCuél es el capital de cada h'erma.no

56. Repartir E° 2 505 entre tres personas
modo que la parte de la 1.= v la de la 2. estén
enlarazénde 6 : 7, y la de la 2.* con la de la 3,

en la razén de 8 : 9

57. Calcular los términos de una proporeio
discontinua concciendo la suma 15 de los d
primeros términos, la suma 13 del primero con «
tercero y la diferencia 8 del cuarto con el tercero

58. La suma de las cifras de un numero d
tres cifras es 10. Las unidades son 4 m4s que las
decenas. Permutando las centenas con las uni
dades resulta un mimero que tiene 99 unidades
m4is que el primero. jCuél es el niimero?
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CAPITULO XNy

89. Algunos sistemas sencillos de ecuacio-
nes de segundo grado.

a) Resolver los sistemas de la forma:

2).x :b-y‘ =2 3) x*+y*=a

1) x :1:y=5
x’+y*=b. xy=b.

xy=b.

Sean los ejemplos siguientes, con el desarrollo
de la resolucion:

1. x+y=10] 2. x+y =10
Xy=24 x*+y:=52
x’+2xy +y?=100 x*+2xy +y? =100
—4xy =-—96 x*+y*= 52
2xy =48
xX—2xy+y*=4 x'—2xy +y*= 4
(x—y)*=4 x—y)'= 4
X—y= +2 X—y= 2
x+y=10 x+y=10
X—y= 2 X—y= +2
x’=6, xu=4 x"=6, ' =4
y:___.4’ y"=6 Y'____4' yu=6 .

11.—ALGERRA
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3. xty=52 b) Si una de las ecuaciones es de segundo gra-
xy =24 . 2 do y la otra de primer grado, se aplica genegrra.l—

mente el método de eliminacién por sustitucién.
xt+2xy +y* = 100

xX*—2xy+y'= 4 Ejemplo: X +y? = 52
x—y = 2|
(x+y)* = 100l it
(x__y)s ] ! X ==y+2
- (Y +2)*+y* =52
:igm ilg De donde: y=4 y'=—38
y luego: x'=6, x'=—4
X3 = 6, Y= 4
X:_=‘—.6, y:=—4
§'=_‘i’ g'f_g Ejercicios.
= ¥ =0
Kl desarrollo del cdleulo en los tres ejercicios | e Xiig 1§6f 2 Aridye ot
expresa que la idea del método es reducir cada Ll __9xy =400/
sistema a otro con la suma y diferencia de las
incégnitas. . 3 x—y= 9 4. x +y =13
Los sistemas de la forma del sistema 1), se L xy=70| x*+y* =89
pueden resolver también considerando las i_nc(:f- ST R i
nitas como rafces de una ecuaciébn de segundo 5. ¥y = 6 6. ¥ +y'=>52
grado completa particular, y formar esta ecua- x=+y:._.130l : Xy = 24|

ci6n, aprovechando las propiedades de las rafces, &

como se nota a continuacién: 7. xX*+3xy+y'=151l 8. x+y-+xy=23

eevats L RN e
xy = 24
9. x3&xy+y -_~,—-31:,
: z =51
s 10. x*—xy+vi=112;
g” =y =4, LIy = 4f
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X 43xy+y* = 3] 6l

Sm o 1 I
T !
12. x*—3vxy-+y'=395
' Xy = 1091
3. x+y'=520 14.
X'y’ =128
15. x*—y*'=640 16.
x:y=7:3
17. (x+y)'+(x—y)* =274
Xy = 44
18. x*49y*=136
i
19. (x+y)—(x—y)'=884
X’ +xy+y' =679
21, x’-|;-xy+y=-12'l’
: Yy +xy+x= 61
B
X—y
x*—y* =81
25.

X4y +xy =433 26.
e

Mdry i ai

x'—xy+y'= 61

20, x*—xy=14
xy—y'=10

22. x'—y'=8]
x +y =27

Xy—y!= 20,
: i

X +xy+y =34
xX*+xy+y' =76

27 Xty = 1.93; 28. 2’(2—3}” _ e
X' —xy +y'=109| 3x—2y* =19
29. (x-y)P-3x=4_3yl 3. 100
: xy =45 ' X:Y='3':4|

(x*+v*) (x+y) =1 08¢
Xy (x—y)= 540

31570

 Problemas.

1. La suma de dos nimeros es 30 y su producto
200, ,Cudles son los nimeros?

2. La diferencia de dos nimeros positivos es
8 ¥ la suma de sus cuadrados es 544. ;Cuiles
son los nimeros?

3. La diferencia de los catetos de un tridngulo
rectangulo, cuya hipotenusa mide 17 cm, es 7.
Calecular los catetos. _

4. La suma de los catetos de un tridngulo rec-
tdngulo, de 4rea igual a 42 m?, es 31 m. Calcular
los catetos. i

5. La hipotenusa de un tridngulo réctdngulo,
de drea igual a 210 m? mide 37. ;Cudnto miden
los catetos?

6. La hipotenusa de un tridngulo rectdngulo
mide 25 m y la altura sobre la hipotenusa 12 m.
«Cudnto miden los segmentos de la hipotenusa
determiinados por la altura y cudnto los catetos?

7. La dierencia de los lados contiguos de un
rectingulo es 10 m y el drea del rectingulo es
375 m? [Cudnto miden los lados del rectdngulo?

(1) Coavdinando lns dos ecuaciones. determinese primero la

7 X
raadn —
L
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8. El perfmetro de un rectdngulo, cuya diago-
nal mide 100 m, es 280 m. Calcular los lados

9. El 4rea de un rectdngulo es 240 m*® y L
diagonal mide 26 m. ;Cudnto miden los lados

10. Un rectdngule de perfmetro igual a 2
m, es equivalente a un cuadrado;, cuyo peri
metro es 192 m. Cuénto miden los lados de
rectdngulo? o

11. La altura a la base y la althra al lado de &
un tridngulo isésceles miden 20 y 24 cm, respec-
tivamente. ;Cudnto miden la base y el lado del &
tridngulo? .

12. El perfmetro de un tridngulo isdsceles es
40 m. Trazando la bisectriz de un 4ngulo de Ia |
base el segmento superior del lado opuesto resul-
ta con 3 m més que el inferior. ;Cudnto miden
la base y los lados del trisngulo?

13. ;Qué longitud tienen la base v la altura
de un tridngulo isdsceles, cuya superficie es 660 |
cm’ ¥ cuyo lado mide 61 em? !

14. El lado de un rombo, cuvos vértices se |
encuentran en los puntos medios de los lados de
un recténgulo de i24 cm de perfmetro, mide
25 cm. ;Qué largoe tienen los lacos del rectangulo?

15. El perfmetrc d2 un trifngulo recténgulo &
mide 24 m y el radio del circulo inscrito 2 m.
¢Cuénto miden los tres lados del tridngulo?

16. Cierto nimero de persona: {enfan gque |
pagar E° 840 de una deuda. Si ‘az personas |
- hubieran sido 3 mds y cada una hubiera gastado b
E° 10 més, la deuda habris sido d= E° 1200.
“udntas eran ias personsas v cudnte tuvo que |
pagar cada una’ s

17. E° 25000 producen, a cierto tanto por
ciento y después de cierto ntimera de anos, E° 5 000

B

de interes. Habrfan producide lo mismo si hu-
bieran estado un afio mds ganando intereses,
pero a un tanto por ciento inferior en uno al ante-
rior. Calcular el tiempo y el tanto por ciento.

18. La sums de dos ndmeros naturales m4s
la de sus cuadrados es 396, y la diferencia de
estos nuimeros mds la diferencia de sus cuadra-
dos es 84. ;Cudles son los niimeros?

19. Dos circulos son tangentes interiormente.
La linea de los centros tiene 8 cm y la suma de
las dreas es 544 » cm®. [Qué longitud tienen los
dos radios?




CAPITULO XVI |

REPRESENTACION GRAFICA

I. Determinacion de un puntc sobre una

recta.

Se elige, en primer lugar, un punto origen sobre
la reeta, y a partir de él se uplican trazos iguales |
en ambos sentidos uno de estos sentidos se elige i

como positivo, el otro es el negativo.

Q A
o e .

A cada punto A de la recta se hace correspon- &
der el namero X (entero, fraccloﬁarl.g o irracional) 4
que mide lu distancia OA. Ese ndimero x es la 4

abscisa del punto A. Se escribe A(x).

La eorrespondencia entre puntos y mimeros_es :
biunivoca. es decir, a cada punto corresponde
una abscisa y a cada abscisa corresponde un

punto.

Ejereicios:

1. Representar los puntos A(3), B(—2), ('(2,5)
y D(y 2). j

2. 51 A(2) y B(5), verificar que AB=3 v
BA=-3.

— 399 —
3. 81 A{—4) y B(7), verificar que AB=11 y
BA= - 11. .
4. Mostrar que AB+BA =0,

5. Cudl es la distancia PQ si P(--8) Yy Q(-—5)? X

JCudl es la distancia QP?
6. Demostrar que la abscisa del punto medio
M del trazo AB, si A(x) y B(x"), es X +X".

2. Determinacién de un punto en el plano.

La ubicacién de un punto en un plano necesita
dos datos. Estos datos pueden referirse a dos
rectas perpendiculares que dividen el plano en
cuatro partes o cuadrantes, que se denominan,
segun la frgura, I, II, II1 y V.

El punto de interseccion de las rectas es el
orwen. Se aplican, a partir de él, trazos 1guales
en ambos sentidos en cada recta.

‘l’,p,
Il
P
Hitsimiee +
1
0 .n _}x
i ' v




El eje OX se liama cje de las abscisas y el €]
OY se llama eje de las ordenadas.

Por cada punto P del plano se trazan la
ralelas a los cjes. La paralela al ejedelas Y
al eje de las X en el punto A; OA esla abscisa
P. La paralela al eje de las X corta al eje
Y en el punto B; OB es la ordenada de P
nimeros OA=x y OB=y son las coorde:
de P. Se denota: P(x, y). {

Por ejemplo, las coordenadas del punto
escriben C(2, 3). Andlogamente se tiene D(—4
E(—3,--5),F(5, —3),G(6,0) y H(0, —2). Las coor
denadas del origen son iguales a cero: O(0, O}
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Ejercicios:

1. Representar los puntos: A(—1, 1); B(0, 3);
Ctv2, ;D2 va); EO, 5, —0,1, yF(3 %)

2. ;En qué cuadrante estdn los puntos M(—2,

3. (Dénde se encuentran los puntos para los
¢uales x=5?

4. ;Dénde se encuentran los puntos para los
cuales y =37

5. ;Cudl es el lugar geométrico de los puntos
para los cuales x=0?

YA ) !
6. ;Cudl es el lugar geométrico de los puntos

para los cuales y=0?

7. Un tridngulo equildtero de lado 8 tiene un
lado en el eje de las X y su tercer vértice en el
:;e d;a las Y. ;Cudles son coordenadas de sus vér-
ices?

8. Un cuadrado tiene su centro en el origen y
uno de sus vértices tiene como coordenadas (4, 0).
(Cudles son las coordenadas de los otros vértices?

1|-

9. ;Cudl es la distancia i _
F f)? 8 la distancia al origen, del punto

10. ;Cudl es la distancia entre los punt
A(4,3) y B(12,9)? e

11. éj-,?_ué clzs_:(e c;e cua;irilétero es el que tiene
sus vértices —3, —3), B(3,—3), C(3, '
Sl _ ( ) €@3,3) y




332

12. Dibujar el cuudrilitero cuyvos \rért_;ice:; 8
A(—2.0), Bi6,0), C(6,4) y D¢ - 2, 4). JOUE ¢
de cuadrilatero es? Caleular sus lados y su a

13. Un tridngulo tiene vértices A(- --7:(}) .‘BU)'
y C(0, 0). (Qué clase de tridngulo es? Cale
sus lados.

14. Calcular la superficie del tridngulo
vértices A(2, 0), B(10,0) v (5, 8).

15. ;Qué clase de trizin;‘;ul_(_n e z;.q_tf'cl ('-_u-_\_',-__ )
vértices son A= 8. 1), B2, Dy - 4.5
Caleular sus lados. |

16. El centro de una circunferencia es A(16, 12)8
y pasa por el origen. Determinar lus coordenad
de sus intersecciones con los ejes.

17. El centro de una cireunferencia es A(10, |
y su radio es 15. Determinar las (:m’;rd_enadgs d
los puntos de interseccion de la circunferen .
con los ejes. 4

18. Un trapecioisosceles tiene vértices A(- -5,
B(R. 0) y D0, 12). Caleular las coordenadas d
vértice (. |

19. Un tridngulo isosceles ABC tiene base Al

Las coordenadas de A son (2.0) y lus de B so

(8, 0). ;Cudl es el lugar geométrico del vértice €

20. Un tridngulo isosceles tiene vértices b-z}:-z‘ '
les M(0, 3) y N(O, -3). ;Dénde se encontrard el
tercer vértice? |

21. El centro de un tridngulo equihi,tero ABC
estd en el origen y las coordenadas de C son {0,4_}.‘;
:Cuéles son las coordenadas de los vértices A y B?

22. Demostrar que los puntos (1, 1), (—3, —1)
y (-~4. 1) son los vértices de un tridngulo rectén-
gulo.

3. Representacion de funciones.

Si el literal y no representa ya un nimero de-
terminado, sino que puede tomar todos los valeres
de eterto intervalo, se dice que y es una variable.

Si y depende. de otra variable z, de modo que
los valores de y estdn determinados por los va-
lores de z, sc dice que y ¢s funcién de z. Se escri-
be y=1(x). z es la variable independiente e y es
la variable dependiente. -

f(x) puede ser una expresion mateméatica cual-
quiera. Por ejemplo, en el movimiento unifor-
memente acelerado, la velocidad es funcién del
ticnmpo

v =1f(t)
y la expresion matemdtica es
_ v=vi+at.

Para representar grificamente una funcién es
necesurio tener varios puntos del grifico. Se ob-
tienen dando valores numéricos a la variable in-
dependiente y ealeulando los respectivos valores
de la variable dependiente. A continuacién se
unen los puntos por una linea continua,.

LEjemplo 1.
Sea la funeidon y=x142x
Entonces, pura x=-—3, y=(—3)*4-2. (—3)=3
* x=—2 y=(—2)42.(~-2)=0
» x=—1, y=(—1)+2.(—1)=—1
» x=0, y=0+2.0 =0
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Ejemplo 2. '
Sea la funcién y=2x.

. — =1*42.1 i
para x=1, y=I1'+ La tabla de valores es:

» x=2 y=24+2.2

» .x=-.=3: y=34+2-.3

» x=4, y=442.4
ete.

Estos valores se pueden indicar mds comoda-
mente mediante una tabla de valores: -

R T
3 — 00

x —2-1’0'}1 gl
'ym4—_~2!olz 4|68

el Bl g0 T g g iy i
| '3,30%1{)38_152:4
El gréfico es:
| ki
st B -k o _\’rjx
|
©

Si se forman las razones i—" Ys, i)’_a_,_ .. éstas
T 1 X3 Xg !
X Son constantes e iguales a 2. Mediante la geo-

metria elemental se demuestra que los puntos
PyE, Pa,-_,- - estdn en linea recta. Entonces, la




ecuacion
Y = mx |
en que m es una constante, representa una lin

reeta que pasa por el origen. Pasa por el origen

porque la ecuacion se satisface para x=0, y=10
que son las coordenadas del origen. !
Si las ordenadus se aumentan en n, la nuev:
Ceuelon es ; '
y=mx-+n

que representa una recta paralela @ lo anlerior.

v A

i
7

/
[ n ecuacion de primer grado entre dos variables
representa une Hnea recle. -
La forma méds general de escribirla es;
ax+by+ec=0
en que a, by ¢ son eonstuntes.

Por esta razén se dice que la ecuacion ax+by +.

e=0 es una ecuacion lineal.
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Ejercicios.
Representar graficamente las rectas:
v=--3x.
dx+4-3y =12.
3x-—2y—6=0,
X—y =2. '
x+:y =5
3x=4y.
Xx--3=0.
. ¥Y—5=1.
. Demostrar que la ecuacién de la bisectriz
del I y 1II cuadrante de los dngulos formados
por los ejes es y =x.

10. ;Cuil es la ecuscion de la biseetriz del
Il y IV cuadrantes? -

11. Comprobar que la ecuacion del eje de las
X es y=0, y que la ecuncion del eje de las Y es
x=0. -

12, Comprobar que la ecuacién de una para-
lela al eje de las x que pasa por el punto (0, 3) es
y=38. ;Cudl es la ecuacion de la recta paralela
al eje de las y que pasa por el punto (—5, 0)?

13. Comparar las rectas Li: 2x+3y=5 vy L,:
4x+6y=10. ;Como son? ;Por qué?

14. Comparar las rectas Li: y=3x+5 y L.:
y=3x+4. ;Como son? ;Por qué? :

15, Mostrar, mediante un gréfico, que las
rectas Xx+y=3 e y—x=4, son perpendiculares.

«

4. Resolucion grdfica de un sistema de dos ecua-
ciones de primer grado.

En un sistema.de dos ecuaciones de primer
grado en x e y eRiste sélo un par de valores de x
e ¥ que satisface al sistema. Existe, en conse-
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L 2. Sy s
i ; Ejemplo: xoy=i0
Sea el sistema 3 X2y 10
2x+43y=12 ; b W ﬁ‘
J3x—y= T i il

_ ) 4. xV/5+yv3=215
Se dibujan las rectas Li: 2x43y=12 y L XA de ‘

XV/3—2yv/5=—7

' secclon de las rectas es la solucién del sistema. ik |
5. Determinar las coordenadas del punto de

H} terseccion de la recta 3x—5y =0 con la perpen-
icular al eje de las ordenadas enel punto (0, —4).

6. Determinar las coordenadas del punto de
intersecciéon de la recta 2x-+y =8 con la bisee-
triz de los cuadrantes I y III. :

7. Determinar las coordenadas del punto de
interseccion de la rects 2x—86y=—4 con la bi-
sectriz de los cuadrantes II y IV.

8. Representar graficamente las rectas 2x—
Jy=—6, y 2x+3y =18, y calcular las coordena-
das de los vértices y el drea del cuadrildtero for-
mado por los dos ejes y las dos rectas.

9. Demuestre que las tres rectas siguientes se
cortan en un solo punto

Ly: 9y =5x+65
L.: 5x+2y=—10

/

Bjercicios. . L, x+3y=11.
Resolver graficamente los sistemas: 10. Dibujar el tridngulo cuyos lados estdn
1. & '2x—by= 10’ dados por las ecuaciones 3x—y=9;: x+7y=11,

3x+y=13. ;Cudles son las coordenadas de los

x+2y = 4|
vértices?
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11. Encontrar el drea del tridngulo limitado'”
por el eje de las abscisas, la recta y =3x y la rec- &
ta x=6 :

12. Caleular el perfmetro de un tridngulo que
tiene dos lados en los ejes y el tercer lado en la &

recta 7x+42y =14. .
13. Representar graficamente la relacién entre |

el perimetro de un tridingulo equilitero y el lads
cuando éste varfa.

14. Id. entre la altura y el lado.

15. Id. entre el drea y el lado. .-

16. Representar grificamente la relacion entre
14 diagonal y el lado de un cuadrado cuando ést,(.

varia.
17. Representar graficamente la relacion entre
la temperatura medida en escala Celsius y en

escala Fahrenheit.
18. Demostrar que la ecuacién de una circunfe

rencia que tiene por centro el origen y radio r e
x!+y==r'2 :
. iQué figura representa la ecuacion
(x—3)+ (y—5)*=36?
20. Resolver grificamente el sistema
3x 4y =12
Xty'=25) 1
21. Haga el grifico de las dos ecuaciones in-
compatibles 2x +5y=10 y 2x+5y=8. ;Qué se
puede decir de las rectas?
22, Hagael grificode lasecuaciones 7x+3y =21 &
y 14x+4-6y=42. ;Qué caraecteristicas tienen las

rectas? jPor qué? -
23. ;Cémo se podria resolver grificamente la
ecuacion x4 3x>—8x+1=07?
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EJERCICIOS DE RECAPITULACION FINAL

Este tiltimo grupo de ejercicios estd dedicado especial-
mente a los candidatos a Bachiller en Matemdticas,

No estan separados por grupos de materias porque el
Bachillerato exige una comprension completa v global
de todas ellas. |

Es mn\'om(;m(- que el alumno, antes de resolver estos
ejercicios, hava resuclto los anteriores, especialmente los
de Recapitulacion de lus pags. 135 y 220.

Recomiendo lo ya dicho en el Prefacio, que el alumno
para tener una preparacion cabal deberd resolverlos todos.

1. ;Iin qué tiempp se llena un estanque que tiene 2,55 m
de largo, 1.75m de anchoy 2,30 m de profundidad median-
te un grifo que suministra 2 litros en 8,5 seg?

{Qué conviene mis para entablar una piezs rectan-
guh.r de 3m por 2m, servirse de tablas de 3,3m por Scm
que valen E¢ 1,25 cada una, o de tablas de 3m por 10cm
a E° 1,87 cadauna?

3. ;Cudntos km mide una tonelada de alambre de
cobre de densidad 8,94 y seccién circular de difmetro
4,5 mm?

libra ah kg—p
pulgada® ' cm?
atmosferas, si | pulgada =254 cm, 1 libra =453 gry ls. den-
sidad del Hg es 13,6.

4. Expresar la presién de 50 Y en

5. SBe ha rodeado un terreno de forma cuadrada por
un mure de 0,20 m de espesor, con lo cual su frea dismi-
nuyé en 42 m®. jCudl era el frea primitiva del terreno
expresada en hectdreas?
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6. Un cajon de 75 em por 56 cm y por 50 ¢
madera de § pulgada. ;Cudnto pesa si el peso
de la madera es 0,72, 1 pulgada=2,54 cm.

7. El ancho de una pieza es inferior en 3 pi
Si el largo se aumentara en 3 pies y el ancho se
yera en 2 pies, la superficie del piso no se altera
cuentre sus dimensiones en metros sabiendo qu
=0,3048 m. "

8. Calcule la razén entre las velocidades de un

que va a 60 I;in y la de un exprinter que corre 100
r 0

10,9 seg.
9. Una aleacién de oro y cobre pesa 2! kg y su di
sidad es 12}. ;Cuénto contiene de cada metal si la de
dad del oro es 194 y la del cobre es 8%?
10. Un dngulo mide 63°40' 30" Calcular el valor
su complemento y su suplemento expresado en gradg
centesimales. k.
11. ;A qué hora, entre las 3 y las 4, el horario y el m’l I'-.
nutero de un reloj forman un dngulo de 909?
12. Las ruedas de una bicicleta tienen 60 cm de
metro, y un ciclista pedalea en ella ddndole 50 vuel
en B seg. ;Cuéntos km recorre en una hora?
13. Se pide resolver la ecuacién
1,41666. . .x — 2,1666. .. =x — 0,58333...x +3.
14. Resolver, reduciendo las fracciones decimales a co-
munes, exactas, la ecusacion (|
0,25x — 1,5=0,06464. .. -+ 0,0363636. . .
15. Evaluar la expresién
A 3btbotca (b+a. 2 b+c)
~ abe
m‘-liﬁ b-295.’ c.-oi .
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16. Caicular el valor de a'+b?4-c? parg a=
b=2.101% ¢c= =10),002. o i

17. Encontrar x con tres deci’males

0.68 032c—0,5) + X5
1,368 3,694x.
18. Reducir a fraccién decimal Ja expresidn
2
1+ =
3% . - 4
4. (H., 3 )

e indicar el periodo de ésta.

' 19. Se pide demostrar que

8333... _ 4333
Ty AL e

y determinar el valor de la razdn.

20. Resolver la ecuacion

_ #-0,
i(aﬂom 0,1°—1

. Calcular el valor de
(a+2) (2'—3) (a'—2a+4)
(a*—3) (a+4) (a?48)
pura a=175 . 103 '

22. Calcular el valor de
_ =2
A* oy b*—2abc  para <b=+/3
= ()




= —

e
23. Calculn.r 1# expresion
—0,5—(—1)? -1}' i
43— %)’ :

24. Resolver la ecuacién
0,75" =3+

25. Siendo V=t x—;—-g, se pide expresar x+2 y x 2
X

en funcién dey.
26, Calcular el valor que toma la expresion

A=8G—9H-G—B

8t x=%, y=% iQué ocurre con ella si x :y=3 :2?
27. Verificar que el producto de la (raceidn

-(a+b)x+ab

x+bh oo \
———_ T = por la fraceion es igual a la unidad,
x'—(a bjx - ab x b

28. Probar que la razén a : b entre dos nimeros es
diferente de la razon (a+n) : (b+n) o (a-n) : (- n)
cualquiera que sea n, siempre que a «ca distinto de b.

29. Establecido que (e+1) : (p—1)=t, sc pide expre-

sar e en funcion de u. Asimismo el valor e+¢! en tuncion

de u.

30. ;Qué valor debe tener x en la expresion 4 —= i

para que el valor de ella sea —7?

31. Resolver la ecuacidn:

x*+ax+b i xitextd 0 xitaxte 4 x2Fex +f
x+a L x+e x+a x+c
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- 32. Resolver la ecuacion

il Zm m~n 0

xH4moon XN—m+n X——mM—Tn

83, Resolver Lo cenacidn

ar + (x4-b)* + (x+¢)* = 3a+x) (b+x) (c+x).

3. Sixy = 7
1 T
funeion de 1, el valor de ==~
: Dokl
35. S5t x=5 culeular a en lu siguiente ecuucion :

3x—a X—d 10

X 3x-—a 3
36. Resolver '
a4 h X a*—h?*

x? 6 X

37. Llectuar

A X v z  yz . x*tyt
x—z Xyz x?y? 78
38. L!o:'tu iy

J(aﬂ i 5h+.5.1 o i l) La+h)
b — a—b - wH-b, .I(b——-abv——a-)(b—::;._)'

39. Redudir a su forma mis sencilla
#L:’ b (a-b)’dab at ]
a+b - (a+4b)—ah 4
40. Ifectyar

s :
i (ﬁ i ia ) Ei_ i)
v 3 i 3 364 120 +a.’

2t _ :
v expresar en la forma més sencilla en
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41. Caleular el valor de la expresion 50. Calcular el valor numérico de:
‘\/x ] y‘,—;_[ .___ |_'l__l__ -.-g l+ \/lﬁ-——x’)’ g
I X'—'\/Xg———l 16_\3 . .__.____T.
Si2x=va+ -.yu=1568. 8ix =2¢/2. :
\/s,

I i son ¢ine rima ! ¢ de:
42. Caleular x con dos cifras decimales correctamente | SL. Caleular ¢on cinco decimales el valot

\proximadus ,, ) . — 8.
DELEL iy Yo (EDE D =g B

43. Caleular x con tres cifras significativas correcta- 52. Caleular el valor de

a*+4-b? a+b e Gt o
a'—b* a*—b* 2 la’+b* a-b

8i 8 =0,08, b=0,007.

mente aproximadas

22+ 5x 4+ 1=0.

44. Calcular la siguiente expresion

B i _
V27 i 2 % 53, Se pide encontrar dos ntimeros racionales x e y
Vo tales que:

45. Desarrollar:
#) (- -0,2ab--0,5ab™)? b) (a? fa"y

46. ;Qué condicién mds simple que la propuesta deben |
cumplir a, b y ¢ para que se verifique:

N2 1\z ;
(ﬂi 'H?C%) (a{’ hcg) = b-‘“’(:(Zu + b”'(‘)?
47. {.Jaﬂculal' cl v.;alm' namérico de

_b - —.—
() + LR v i at by

Vitjva -xtyvd

54. lincontrar dos nimeros racionales u y b tules que
'V29_+E7§_w‘s+b\/5.
55. Calcular la rafz cuadrada de los siguientes binomios:
8) 4423, b)) 3422, | o) 743,
d) 54206 el TH2470. D 21485
56. Calcular la rafz cuadrada de:
a2 %4527 4044
57. Factorizar In expresion a‘4-a'h*+b'.
Aprovechando el resultado obtenido, factorizar tamblén
a) I+altal, b) *+xy+yi

58. Determinar los valores de a y b de modo que el
polinomio x*—3x*+ax*+bx—1 sea divisible por x*—x+1.

48. Caleular
[a sy 3v/ab) + (a- -5\/9.}))]

a+9b

Y2+|
V2 -

49, Racionalizar ¢l denominador de:
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68, Resuclva Iy ceuacion
N s by = |':'3;\'::+!),\‘ +h
Disenta en el supuesto de que a y b son reales,

39. Encontrar el valor de m si 2341 es un factor de
8a'+2a+m. . ' .

60. Al dividir una expresion A por 4a’— a1 ol cuo-
ciente es a- -2 y el resto es 4. Encontrar A Y mostrar que
A es exactamente divisible por a1, b9, Factorize X | vix 1 v encientre tros soluciones

61. ;Qué valor debe tener u en la expresién havit cada nnse de las ecuaciones:

(Bt—2t+u) : (1—2)

para que la division ne arroje resto?

ap =t =
Caomprache las solueiones cheontradas,

70. (6 es una -o.‘g-u_:tr_-it_‘m'? iQud se entiende por resol-

62. (Qué valores deben tener a y b en el polinomio E
ver una ceuacion? Resuclva, e indique cudntas soluciones

X% -8xitax? fhx - 14 Para que sea divisible pos
x%--5x--77 - T tiene:
63. En la expresion e Wi A=f—a, B=bh—f .
J = = F’, 1 a, = 5 \rﬁ l() —_— =
y Vx+10

JQué relacion resulta entre A, B y f?

64. Estudie Ias siguientes igualdades ¥ pronuncie un
Juicio fundado relativo a cada una de ellas;

1) 5(a 2)4+3(a+1)=7. '

ID 1+34+5+%=2x— 23y 49

1 (b= 5)(b+3) = (1+b)*—4(b+4),

65. ;Qué valor debe tener a en Ia ecusacion :

3 il -.§_.._ 2 ara que sea d rimer grado? |
S w p Jue sea .Ie primer grado?
iCual es. en ese caso, el valor de x?

66. Demostrar que_-x'-‘!—[=(x‘-'+x\/§+l)(x"—x_\/_§+l}3_'i
a partir de ella, encontrar las rafces de'la ecuacion x4+ 1 =0,

7L Six" y x"" won las raices de la ccuacidn:
= (l+alx+a?=0,
forme una ecuacion de sexundo grado en z cuvas rafces
cumplan las condiciones:
x (s

¥ x! =X
- X e x "

#Para qué valor de a, una de las rafees de la ecuacion
en z serd ignal o 17 el
72. ;Qué valores deben tener P Y q en las ecuaciones:
a) px*+5x-6=1, b) IX*—qx+3=0
para qite sus rafces sean iguales?
73. Caleular m v n de modo gne las rafees de la ecua-
cibn 7224mz4n=0 sean ignales a los respectivos duplos
de las rafces de la ecuarién z*—(a+b)z+ab =0.

67. Resolver la ecuacion:
ax*tbx+e ax+h
px*+qx+r Px+q

Decir qué sucede con el valor de x sia) oLq b) a . p(
: € r ¢ T 5

74. Se da la ecuacitn 9x*—3x4e=0.
Se pide establecer las condiciones que dehe cumplir ¢
en los casos siguientes:
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83. Un ciclista recorre cierta distancia en 5 horas. Se
pide determinar en cuéntas horas recorre la misma dis-
tancia si aumenta su velocidad en 20% con respecto a la
primera en que emplea 5 horas.

a) Las dos rafces sean reales y positivas,
b) Una. positiva y la otra negativa,

¢) Una rafz cero,

d) Las dos rajces iguales,

e) Las dos rafces complejas.

84. Si V es directamente proporcional a T e inversa-
mente proporcional a P, y ademés, V=42 cuando T =273
y P =76, calcular el valor de V si T=650 y P=95.

75. Siendo x’ y x'' las rafees de ln ecuacién 3x* - 18x
7=0, se pide calcular, sin resolver la ecuacidn, la expresion
6x?+dx'x'" 4+ 56x'"
76. Formar la ecuacién de segundo grado cuyas rafe
son la suma y el producto de las rafces de la ceuncidn:
ax’+bx+e=0.
77. ;Cuél es la ecuacién de cocficientes enteros cuy
rafces son a=2+g, =237
(Cual es la ecuacion de tercer grado cuyas ralees
las dos anteriores y y=1?
78. Resolver la ecuacidn:

-(\/x - \‘/;) (.12*_.__\/8;:.)= i

79. Resolver la ecuacion:

144 x%—'25x% +x =0,

85. La energia cinética de un cuerpo en movimiento
¢s directamente proporcional a su masa y al cuadrado de
su velocidad. Comparar las energias cinéticas de dos
cuerpos, uno de masa m que lleva velocidad v y otro de

! v
masa 3 m con velocidad -
3

86. El peso de un cuerpo con respecto a un astro es
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
del cuerpo al centro del astro. Si.un objeto sobre la su-
perficie terrestre pesa una tonelada, Jeudnto pesard si
se aleja de la superficic en a) 1 radio terrestre, b) en 9

radios terrestres?

87. Sia :b=¢ : d, demostrar que:

(a+h_) z

et § a? I ; c?
{Ind, sacar factor comuin x*). a:——h. = (c+d) : :I:d
80. Las cantidades A y B varfan en forma directamen : #
proporcional. Determinar el valor de A cuando B=1
‘sabiendo que A=10 para B=7,8.
| ; 81. Si x es directamente proporcional a ¢y b, y es
igual 8 25 cuando a=16 v b=27, caleular el valor de
sia=2+y b=36.
82. y es directamente proporcional a z; x es inversa-
mente proporcional al cuadrado. de z. Se sabe que para
2=13 se tiene y=3. Caleular y cuando z2=20.

88. Sia :b=c :d, demostrar que:
abted a4
ab—cd = a2 ¢
89. Six :y :z=a:b:c, demostrar q.ue:
(a8’ +-b*+c!) (x*+¥2 4 2*) = (ax+by +cz).
9. Sia:b=c:d=e :f, demostrar que:
(5a—7c+4e) : (5b—7d+4f) =c : d.
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‘)l SiA:a=B:b=C:e, demostrar que:
VAa++/Bb+v/Ue=(AFBEC) (atb+e).
92. Si a es direcctamente prup{)rciﬂn'al a b, (ité'mé)é
que a’+b? también ey dircetamente proporcional g a

101. Demostrar que la expresion:

bte cta a-+b !
(a—b)(a—c) ' (b—c)(b—a) ' (c—a)(c—b)
vale (0 para cuslquier valor de a, b y c.

93. Demostrar que a: (b+d)=¢? : (Fd+dY), s a, i

102. Demostrar que la expresién
¢ y d forman una proporeion continua.

2

x> yE Z=

GV T v T 9y
es independicnte de x, y y 2.

94. Siendo b, media proporcional geométrica
a y ¢, jes posible que b* sea igual a

(afbihel) < e bk 7
l03 Bi at+bte=0, demuamr.u que a*+ bt e =3abe.
95. Dadas las proporcmnt:‘s a: b-—r- dy x:y=
se pide deducir que b
.5 b:_t X2 e :3 dl BTy "IT
=§+._+~c+y Uit e +u+_

al ..._'._b3 | xi,..._yi et f® ut—y?

104. Aprovechando la relacion del ejercicio anterior,
demostrar que (x—y)? +(y-——z)’+{z—x)"~—3(x——y) (y—2z)
—(z—x).

. 96. Se sabe que (a“+bj) i(b+tec):(e+a)=1:5:7

105. 5i a+b+c=2, demostrar que
qQué razén estdn a, b y ¢?

j a!_'_ b! i)} cz 2 145 s
97. Determinar la razon x : y sabiendo que arles BRI S AR Grsie a0
ety h)l pola b e (s——a) (s—c)
98. Se sabe que 2ac T ac e
3x+y—2z=0 2o ng
ey 3 il e e
2be be ;

Se pide determinar la razén en que estdn x, y, %

99. Si . Yx+y—8z=0
4x—8y+7z=0

d) (s—a) 4 (s—b)+(s—¢)* +s* =a’+b?+c?.

106. St h, - e=a - b, y a2+ b*=c?, demostrar que

Se pide a) la razon entre x, y, z; b) determinar sys h,? =a?4-b?

lores si x!ty'zi=1 728.

100. Sabiendo quea=1—b", b=1+2¢", demostrar q
(a+b+4c) : (b4 1)=b" : (b—1).

107. Demostrar que si a+btc=25y a’=br+¢?, Ia ex-
presion 8 =v/g(s—a)(s—b)(s—c) s reduce & 5 =j}be.
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Resolver los sistemas: :
il _ i e b et
108. T =0 109. ax 4+ - = X y X ¥
: L4 : ;
' L / 03 02 _ 002 01
xfy'—' + SloR e ex + 4o X y x b
c . d -y- i ¥
2 1 . Mz s bye .
s (1—3y)=0. s etux by (a+b)
U e e ¥) | b
2 R By sk (i bx+@+bly = 2l (t+b)(a -b)
(a,-l—b)x b R + ‘b Al pe e _.E:}_‘..._....-_....._ it e o )
111. 2(x+2y) =3(v+2z) =4(z+2x)=12. 118. 5x  3y+z= 2 119. 2x+43y-—dz+t=0
My L g T bx-— y+22—t=5
5x+4y 5 3 3x— y+u=8 4x+2y— z+t=9
e 2y Vi o x4y +3z—t=14.
3y+2z et iev
] xu s 120. 2x by — X+2'z-._.'_\;r+30 0 uv--—1 i 5y+z+3 X
Ixt2 2 2 3
- R =y—x=12.
S
x+y " x—=z 12;. ;‘ormaj una ecuacion de segundo grado de rafces -
i4 6 e ¥y 8 de modo que
SR :
x+y y—2 LmB
g+ m
(S g
oo AGRID it S
e+
fps 8 i e )
a-fedi o bitre iy 122. x-y+z=0
a2l Gl Sl (at+b)x—(atcly +{b+c)z=0
a+c+x b4e+y : abx—acy-bez=1
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el 357 Al
128. Resolver la ecuacion: ;
1 I

223, ;Qué valor debe tener @ para que en el sistema -3

dxhdy =119

Qo
Sx ~ay= 44 X y

se verifique que ambas nedgnitas tengan el 1|1is_mb val e =
;Cudl es ese valor? X y

y encontrar valores paru ¢ y d de modo que r ¢ y sean ente-

124, Mostrar que el sistema P

S 129. : E _
—- - Xy +a=4 GV =6 |
no tiene solucion. '
. . : 131. x—3y—4=0 132. xy+x+y=169
125. Mostrar que las ecuaciones siguientes son compas X it Y 1o-0 VEXY—/x4y=T
tibles (tienen las mismas soluciones). i
9y =5x+165 . fieell il i
. € = - - —
Bx+2y+10=0 133. :" 25’ Xty +xyt=42
x+8y=11. Xy—xy' =16 1 i i
| : i X ¥ 6
126. ;Qué condiciones deben cumplir 4, b y ¢ para que S
Jas tres ecuaciones con dos incognitas: 135. x + iy i3, 4l &u D
| ax--by=e¢' y y q
I ex--ay=h y+ é = 26 v +% s
I bx-— cy=an SRR - X P
sean compatibles? 137. Vvx+viy=vm 138. g__i 2l
: X+ y=m * xy T g
127. Determinar los valores que deben tener p y g en 9 { {
los dos sistemas de ecuaciones siguientes para yue ten- 3 AU S e
gan las mismas soluciones: i A y 6
139. 3x*— =[15 '
px-+3y =17 3x+py=18 Gy
Lyl fxbqy =25 Lim G
bR E N e s i Sl x+y o8y P
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223, ;Qué valor debe tener @ para que en el sistema
ax+4y=119

ge verifigue qué ambax incdgnitas tengan ¢} mismo valor?

;Cudl es ese valor?
124. Mostrar gue el sistema

x+y=15

no tiene solueion.
125. _'Mustrar que las ecuaciones sigliielltes SOH compa-
tibles (tienen las mismas soluciones),
gy = 5x+05
5x+2y +10=0
x+3y =11,

126. ;Qué condiciones deben cumplir 4, bye
las tres ecuationes con dos incognitas:

ax--by=c¢!
¢x--ay=b
bx - ¢y =4

sean compatibles?

127. Determinar los valores que deben tener p y g en

los dos sistemas de ecuaciones siguientes para que ten-

gan las mismas soluciones:

px+3y =17 3xfpy =18
ax iy =24 ixbay =25

‘para que

gy

128. Resolver la ecuacion:
1 |

- - =0
Xy

I
==
et i
encontrar v Al Al
;\./m_:)wut.ral valores para ¢ v  de modo que r ¢ y seun ente-

129. x--8y= | 130, x+y+xy=>5 |
Ayta=d0 vy =6 |
l L, Some Tk ;
31. x—3y—4=0 132, xy+x+y=169
2 ¥ pacp Vixy—vxty=7
133. Xy—x+y=6 134, X’y+xy?=42
Xy—xy*=16 | 1 1 7
| Gy
: 4 ' : :
135, s 4 C = 136, % Sa P
. 1; Y q
y+ - =25 o 8L, 80
G L AR R
137, V¥tVvy=vm 138. 2 5 2 1
Xty=m xﬂ_;)_’Jr}E: 9
i
X R B

139. 3x>—xy+y'=115

2x—3y X+y
: + =2 -
Xty 2x—3y




140, Six+y=a,y 8.d'emﬁs xy=b, encontrar el 1

dexS4ys.

141, xyh =i P |
xhy:a :::( %_}'u‘._b

143. ®+yi=189
Cxty= 9

5.  xi—yi=2 375

142, x5 yi=3582]

£ ol

144, x’+y“=9-l
T XYY

146, Tryesa |

Xt %y by =dl

Ind. Determinar prin

156. x*+4vi—z2— 1911
iy Lt et A

I
Xy = 50|

I

Xbydn= 12

1ero la-razén entre x, y, z.
157, x*4y*4 22 = 133
x+ytz = 19

Xy =%

159.  x’yz= 60

147, x*—y3=1 468 148, ' xty?hyi=481] xy'z= 90
X xyyt= 367 X ay+yi=37 | e xy# =150
149, xi-hxty?+yt =741 150. x*+xy +y*= 89 il 161, xy+xu=20
xxy 4yt =19 st+vixy+y =21 Xy‘zu =48 e ayin
. ' : . i xyztu=172 -_'.x2+y'z=18
Sl 2. 100 52. e QU T : i
151, '.\+:\y:{—y._ 1 92 152, 3x Xy y. 92 | Lo _
Xx—xy+y= 26 X4 xy +3y* =60 | DTG
W : 162. x(x+y+2)=70 163. (x+y)(x+z)=70
Ind. Por ser hﬂmogéneu el sistema, reemplicese x =my :
y dividiendo las. ecuaciones miembro a miembro se oh- Ylxtytz) = (y+2)(x+2) =35
tiene una ‘ecuscién con inedgnita m. z(x-f—y-}-_\z-)._-zg_g_; fx+y.'_)_(y+z)=5(}
-153. Tx*+3xy+3y* =25 154. x*- y? m.l% 164. xy’+’x+w =34
X _-|-5_xy+3r ; A xo+x+2=13

_._H_,H_:?P_ y-z-{__—_y—[-.z-z,l G




CAPITULO XVII
Logaritmos.

90. Definicién.—La igualdad b"=c da lu-=

gar a tres ecuaciones, conociendo dos de las tres =

cantidades que entran en ella.

1.* Si ¢ es la incégnita, que designamos por x

resulta:

x = b*

_ S o T

El cdleulo del valor de x se obtiene ejecutando =
la operacién llamada elevacién a potencia. 1
2.* Si b es la incognita, resulta x*=c, de donde '_‘.

se obtiene que:

% alo]

La operacién que permite calcular el valor

de x es la extraccion de raiz.

oS Ja incOgnita, resulta la ecuaéibn-{
b’ic. %st?;. £ia-%u:anci-.‘a_t:: equivale al problema de
calcular el exponente, conociendo la base y la 3
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potencia. El valor del exponente x se expresa

diciendo que es el logaritmo de ¢ respecto a la
base b y se escribe: :

x="log ¢
que se lee: z dgual al logaritmo de c, base b,

Logaritmo de un mimero respecto a cierta base
es el exponente a que se debe elevar la base para
obtener el nimero.

La operacién que se ejecuta para calcular el
valor de un exponente (logaritmo) se llama ope-
racion logaritmica. it

La elevaci6n a potencia tiene, segin lo ex-
puesto, dos operaciones inversas, la extraceién
de rafz y la operacién logarftmica, mientras que
la multiplicacién ¥ la adici6n. tienen una, porque

estas operaciones son conmutativas y la eleva-

ci6n a potencia no lo es, 3? 1o es igual a 2. Excep-
cibn 4% =94
De la definicién de logaritmo se deriva la
equivalencia de las dos ecusciones siguientes:
b*=c y x="log ¢ (Ejercicios 1 a 9).
91. Sistema de logaritmos.—F] conjunto de

los logaritmos de todos los ntimeros respecto de
una misma base es un sister.a de logaritmos.

En todo sistema de logaritmos cada ndmero
tiene un solo logaritmo), reciprocamente, a cada
logaritmo corresponde un soly niimero. Por esto,
la base de un sistema de logaritmos no puede
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ser la unidad, ni cero; tampoco conviene que sea

un numero negativo.
La base de un sistema de logaritmos debe
Ser, pues, un numero positivo.

Los logaritmos de los niimeros negativos con
- Tespecto a una base positiva son nimeros ima-

ginarios.
92. Propiedades de todo sistema de
logaritmos.

I. Logaritmo de la unidad.
De la igualdad b°=1 se deduce que:

:"l_og' 1=0; luego
Bl logaritmo de lo unidad es igual a cero.

IL. Logaritmo de la base del sistema.
De la igualdad b'=b se deduce que:

"log b=1; luego

El iogaritmo de la base del sistema es igual 2 la
unidad.

II1. ng"a'ri’tmo de una potencia de Ia base.
De la identidad b®=b" se deduce que:

Ylog b*=n; luego

El logaritmo de una polencia de la hese es igunl
al exponente. .
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IV. Logaritmo de un producto.

Si designamos por z e y los logaritmos de los
nimercs a y ¢ en un sistema de base b, se tiene:

Ylog a=x
blog c=y,

Estas ecuaciones equivalen a las siguientes:

a = bx -
.'czb"f_

Multiplicando miembro a miembro estas igual-
dades resulta:

ac=b*t’,
Segtin la -defini_cién de logaritmo, se tiene que:

< Mlog (a) = xty,

Sustituyendo x e y por sus valores, se en-
cuentra que: :

"log (ac) ="log a+'log c; l‘ﬁeg‘o

Bl logaritmo de un producto es igual a la suma
de los logaritmos de los factores. _ . ’

Recfprocamente, la suma de los logaritmos de
dos o mds nimeros es igual al logaritmo del
producto de estos ntmeros. '
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V. Logaritmo de un cuociente.
De las igualdades:
*log a=x
"log c=y
resulta: a=b*
c=b*
Dividiendo miembro a miembro estas igual-
dades, se obtiene:

L
c
De donde: tlog % =X—Yy

¥, por sustitucién de x e y, resulta:
"-’-log %— ="log a—>log ¢; luego

El logaritmo de un cuociente es tgual al loga-
ritmo del dividendo menos el logaritmo del divisor.

Recfprocamente, la diferencia de los. logaritmos

de dos nimeros es igual al logaritmo del cuo-
ciente de estos nimeros.

VI. Logaritm.o_ de una potencia.

Si PMlog a=x, se tiene que:
- a=b"

Elevando ambos miembros de esta igualdad

a la potencia n, resulta a’=b"™ y, por lo tanto:

- - "log (a®) =nx
y, por ultimo, *log (a®) =n . *log a; luego
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El logaritmo de una potencia es tgual al produc-
lo del exponente por el logaritmo de la base.

'Reciptrocamente, el producto de un ntimero por
el logaritmo de otro es igual al logaritmo de este
nimero elevado al primero.

VII. Logaritmo de una rafz.

Si hacemos: *log a=x
Se tiene: a=b*

Extrayendo rafz n de los dos miembros, se
obtiene:

Va =bt

De donde resulta, segiin la definicién de loga-
ritmo, que: ' :

blog V/ a._==%

¥, por sustitucién de x, se encuentra:

a b :
logVa = log 2.; luego

El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo

de la cantidad subradical dividido por el indice.

(Ejerciciqs 10 y 11).
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93. El sistema de Briggs.—FEn el cdlculo or-
dinario se usa el sistema de los logaritmos vulgares

o de Briggs, su autor, cuya base es 10. En los &

ri i ribe la base:
logaritmos de este sistema no se escribe _
deg manera que en vez de °log a se escribe sola-
mente log a. _ : _
Aplicando a este sistema las propiedades an-
teriores, resulta el cuadro siguiente:

log 1:=0, porque 10“- =1l
log 10 =1, porque 10'=10
log 100 =2, porque 10°=100
log 1000=3, porque 10°=1 000

log ®=w , porque 10° =
log ' 0,k=—1,"porque 107" =0,1
log 0,01=—2, porque 10*=0,01
log 0,001 =-—3, porque 10—*=0,001

log 0=—c0, porque 10~ =0.

De donde se deduce que: .

a) Los logaritmos de polencias de diez ‘-mayorlzs
que la unidad, son nimeros enteros y positivos y | L:;
logaritmos de- las potencias de diez menores que
unidad, son nimeros enleros y negat'fvos.l v

n ambos casos el logaritmo es igual al e
ne:rPllte (I1I propiedad de un sistema del {oga:
ritmos). Si la potencia es mayor que 1, € .t?gae
ritmo tiene tantas unidades como ceros _;ep
la potencia; si es menor que 1, el logaritmo
tiene tantas unidades como cifras decimales tiene

la potencia.

— T

b) Los ndimeros que no son potencias de 10
estdn comprendidos entre dos potencias de este
numero; sus logaritmos estardn comprendidos
entre los logaritmos de estas dos potencias If-
ites. Si 264 es el nimero, resultan las relaciones
que siguen:

100 <264 < 1 000
log 100 < log 264 <log 1 000 -
2< log 264 <3

Como 264 es mayor que 100 y menor que 1 000,
su logaritmo es mayor que 2 y menor que 3, es
decir, se compone de 2 enteros y de una fraceién.

En general, los logaritmos de los nimeros que
No son potencias de diez se componen de dos par-
tes, una entera, llamada caracteristica Y otra par-
te fraccionaria escrita en forma decimal, llamada
mantisa. La mantisa es generalmente un ntimero
irracional y, por esto, los logaritmos se indican
con aproximacion de cierto nuimero de cifras
decimales. ;

¢) Determinacién de Ig caracleristica y de la
mantisa. j :

La mantisa se encuentra en las tablas de loga-
ritmos y se ha convenido que sea siempre posi-
tiva,

En cuanto a la caracterfstica hay que distin-
guir dos casos, uno para los nimeros mayores
que la unidad y otro para los menores que la
unidad. _ !

Del razonamiento. de la letra b) de este pdrra-
fo se deduce que: !

La caracteristica del logaritmo de un niumero
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mayor que la unidad tiene tantas unidades posi-
tivas como cifras enteras tenga el nuimero menos una.

Para el segundo caso tomemos como ejemplo

. Gl 85
el nimero 0,085, que es igual +aq-

Designando por M la mantisa, se puede anotar

fox 1%%0 = log 85—log 1 000
E e
=—2+M; luego

La caracteristica de un miumero decimal menor
que la unidad tiene tantas unidades negativas como
ceros preceden a la primera cifra significativa.

El logaritmo de caracteristica negativa se es-
cribe de dos modos. La mantisa del logaritmo
de 0,085 es 0,92942.

1.% escritura  log 0,085=2,92942
2.* escritura log 0,085=0,92042—2

En el cdlculo se prefiere la 2.* escritura.

d) Consideremos los logaritmos de los nimeros
584, 58,4 y 58 400.

log 584=24+M (M =mantisa)
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log 58,4 =log _518_(]& = log 584 — log 10

=2+M—1
=1+M

log 58 400 =1log (584 . 100)
=log 584 -+log 100
=2+M-+2
=44+M; luego

Los logaritmos de los mimeros que constan de
las mismas cifras significativas y colocadas en el
mismo orden, tienen la misma mantisa.

94. Tablas de logaritmos y su uso.

Hay diferentes tablas de logaritmos que se
diferencian en el nimero de cifras decimales de
la mantisa y en la disposicién de sus anota-
ciones. Aquf nos referimos a tablas de cinco
cifras decimales, de las cuales insertamos una
pigina, la que contiene las mantisas correspon-

dientes a los logaritmos de los nimeros desde

3 100 a 3 399.

Cada pégina de estas tablas de logaritmos se
compone de tres columnas encabezadas respec-
tivamente por las letras N, L y P. P, En la
columna N estdn las tres primeras cifras signi-
ficativas del mimero cuyo logaritmo se trata de
buscar. La columna L contiene la mantisa, que
se compone de dos partes, la primera de dos
cifras, estd al principio de la columna L y la
segunda, de tres cifras, estd en la columna en-
cabezada por la cuarta cifra del nimero y en el
mismo renglén en que estdn las tres primeras

del nimero. La columna encabezada por P. P.
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(partes proporcionales) contiene unas tablitas que
se aprovechan para calcular la mantisa de loga-
ritmos correspondientes a nimeros de més de
cuatro cifras.

El uso de una tabla de logaritmos se reduce
a resolver los dos problemas que siguen:

1.* Dado un mimero, determinar su logaritmo.

2.” Dado el logaritmo de un mimero, buscar el
numero.

Problema 1.°—FEjemplo 1. Determinar el log
328,06, es decir, de un ntimero de cuatro cifras
significativas. ]

La caracterfstica es 2, porque el niimero tiene
tres cifras enteras. La primera parte de la mantisa
es 51. Para la segunda parte nos internamos en el

renglon de 328 hasta llegar a la columna 6 y se -

encuentra 667.

Log 328,6=2,51667.

Para determinar el logaritmo de un nimero de

cinco o més cifras significativas hay que tener
presente que creciendo los niimeros crecen tam-

bién sus respectivos logaritmos; pero esto no

establece que los logaritmos crecen proporcio-
nalmente a los nimeros respectivos o viceversa.
Sin embargo, se acepta esta proporcionalidad en
el cdlculo, en virtud de la relacién siguiente:

La diferencia entre los logaritmos de dos mii-

meros es lanlo menor cuanto mds grande son los

numeros y menor la diferencia enlre ellos.

L mib s

Dem. Sean N ¥y N +d dos niimeros cuya dife-
rencia es d. '
' N +d

Se tiene: log = log (N+d)—log N "

s | L d)
o bien: log (N +d)~log N =log (H'ﬁ)-
i d disminuye, la fracci6n %disminuye ¥, por

consiguiente, el binomio 1 + £ y el log '1_*_451_'_:' .
N - N

El primer miembro, que es la diferencia entre lds :
logaritmos, también debe disminuir,

Ahora, si N aumenta, la fraccién % dismi-

nuye y por esto, disminuye el binomio 1 + %

y su logaritmo; luego el primer miembro deberd
disminuir también.

Ejemplo 2.—Determinar log 0,33147 (cinco
cifras significativas).

La caracterfstica es —1. En la columna N se
busca 331. La primera parte de la mantisa debe- -
rfa ser 51, pero como la segunda parte 035 tiene
un asterisco (*) debe ser la siguiente, 52. La
mantisa es, pues, 0,52035. Esta mantisa debe ser
mayor que la que corresponde a log 3314 y menor
que la de log 3315. Hay que hacer entonces una
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interpolacién, mediante el raciocinio siguiente:

A un aumento de 10 unidades del orden que
sigue del ntimero (de 33140 a 33150) corresponde
un aumento de 13 (cien milésimos) de la mantisa
(de 035 a 048), a un aumento de una unidad del

nimero corresponders la décima parte de 13; es {
decir, 1,3 y a 7 unidades del nimero (de 33140) =

a 33147) corresponderd 1,3 . 7=9,1; luego.

log 0,33147 =0,520356—1
e 9

=(,52044—1

La interpolacién se determina también apro- =&

vechando las tablitas auxiliares de la columna
P. P. Se busca primero la diferencia tabular, es

decir, Ia que hay entre la segunda parte de la 3
mantisa encontrada y la que sigue, entre 035 y |

048, en 13. En la tablita encabezada por 13 se

busca en la columna de la i1zquierda la quinta
cifra del nimero, es 7; al lado estd el aumento del =

logaritmo que le corresponde, 9,1. Si la fraccién

que resulte es inferior a 0,5 se desprecia, pero si
es 0,5 o0 mayor, se aumenta en una unidad a la =

parte entera de la interpolaci6n.

Anédlogamente se procede para determinar el

logaritmo de un nimero de més de cinco cifras.

Problema 2.°—FEjemplo 1. log x:= 2,50893.

Caleular x.

Se prescinde de la caracteristica y se busca en
las tablas la primera parte de la mantisa. Para =

buscar la segunda parte de la mantisa nos inter-
namos en. el renglén que principie con la centena
més préxima a 8; en este caso en el renglén que
principia con 786 hasta encontrar 893, que estd
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en la columna N del mismo renglén, es 322
ademds se anota a la derecha al cgifra 8, qt?e2 2elriJi
cabeza la columna donde ests la segunda parte
de la mantisa. El nimero formado es 3228. Como
la caracterfstica es 2, el nimero debe tener tres
cifras enteras; luego x=322.8. i s

Ejemplo 2. log x=3,52065. Calcular x.

Se busca la primera parte de la mantisa, 52,

~ Sigue 144 en el renglén de 92, mayor que 065.

Se busca entonces en el renglén anterior la se-
gunda parte de la mantisa que m4s se aproxime
a 065, es 061. A esta mantisa corresponde el
nimero 3316. Entre la mantisa elegida y la del

logaritmo dado hay una diferencia de 4 y la dife-

rencia tabular es 14. A un aumento de 14 en la
mantisa hay un aumento de 1 unidad en el ni-
mero, a un aumento de 4 en la mantisa habré en
el nimero un aumento de tantas unidades como
14 esté contenido en 4; 4:14=028

Agregando el valor de la interpolacién se for-

- ma el nimero 331628. Como la caracteristica es

3, el nimero debe tener cuatro cifras enteras;

luego x=23316,28.

El cdlculo se dispone ﬁsl’. :

log x=3,52065
61

. 4:14=028.
x=3316,28
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95. Calculo logaritmico.—La aplicacién de
los logaritmos al cdlculo numérico es de mucha
importancia, porque reduce las operaciones a
otras més sencillas: la multiplicacién se reduce a
adicién, la divisibn a sustraccién, la elevacién a
potencia a multiplicacién y la extraccién de rafz
a division. El cdlculo de una expresion alge-
braica se hace por la aplicacion de los teoremas
sobre logaritmos hasta hallar el logaritmo de
la expresion. FEl nimero correspondiente a este
logaritmo es el valor de la expresion. Damos
algunos ejemplos:

N Lot g e b il g

310149 136 150 164 178 192] 206 220 234 248
311|276 290 304 318 332] 346 360 374 388
12| 415 429 443 457 471] 485 499 513 527
313| 554 568 582 596 610] 624 638 651 665
Bl4/ 693 707 721 734 748] 762 776 790 803

315 831 845 859 872 '886§*900 914 027 941
{316/ 969 982 996 *010 *024]*037 *051 *065 *079
317150 106 120 133 147 161§ 174 188 202 215
318|243 256 270 284 297] 311 325 338 350
319] 379 393 406 420 433] 447 461 474 488

3201 515 529 542 556 569) 585 596 610 623

% - ) Lo S
321 651 664 678 691 705) 718 732 745 759 E-’e”";pl" 4% 650 "_g‘*g.}%ﬁ 2 Wiion)
3221 786 799 813 826 840] 853 866 880 893 0g 47, = i
323] 1920 934 947 961 974§ 987 *001 *014 *028 +log 0,09587 =0,98168—2
32451 055 068 081 095 108] 121 135 148 162 e
_ _ 0,65982 . 3
325/ 188 202 215 228 242 255 268 282 205 log  x= 1,97946
326| 322 335 348 362 375§ 388 402 415 428 x = 9538
271 455 468 481 495 5081 521 534 548 561 ?
28| 587 601 614 627 6400 654 667 680 693 515 A0RT
29] 720 733 746 759 772) 786 799 812 895 Ejempls 8 k) ‘/m
ey

30| 851 865 878 891 904) 917 30 943 957 ' '
31} 983 996 *009 *022 *035§*048 *061 *075 *088 *101| | log  2,4937 =2,39685—2 (1)
32152 114 127 140 153 166§ 179 192 205 218 —Jog  78.358 = 1.80408
333|244 257 270 284 297] 310 323 336 349 log |- thamm = L0
334) 375 388 401 414 417} 440 453 466 479

| 0,50277—2
log  x=(0,60277—2) : 5 _
log  x=(3,50277—5) : 5 (2)

B35| - 504 517 530 543 556] 569 582 505 608
PB36] 634 647 660 673 686] 699 711 724 737

879

37} 763 776 780 802 815] 827 840 853 866 &7 =(0,70055—1
338 892 905 917 930 943) 956 969 982 994 *007 x=0.5018
9'53 020 033 046" 058 071) 084 097 110 122 135 !

e 2 S o : L s

(1) Para evitar una mantisa negativa se sumé
y se rest6 2 al log 2,4937.
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(2) Para que la caracterfstica sea niimero
entero se agregd y resté 3 a la diferencia de lo-
garitmos 0,50277—2. En general se suma y se
resta tantas unidades cuantas sean necesarias
para convertir la caracterfstica en multiplo del =
divisor. B

Ejemplo 3. x=68,75
log 68,75=1,83727
tlog 8, 43 ,0 30861

3 7
V8,437,096 : 0,3847
log 7,096 =0,85101
3 log 0,384=0,75209—2

Suma "‘2 14588 Dif. =2,09802
1. término =1 39 919 2.° térm. = 125,320
. x=265,230.
Ejercicios.

1. /Qué significa a) *log 8=3, b) °log 81=4, =
¢) flog 256=2, d) Yog 1000=3, ¢) ™log q=n?

- 2. Expresar y escribir el valor del exponente
en a) 2*°=32, b) 3*=27, ¢) a"=bh.

3. Calcular los logaritmos de:

o i
&) 2, 16, 54, _—4—, :§-§’ —12— base 2.
b) 3, 27, 729, _l-i . base 3.

9' 8l
c) 5, 625, 1 base 5.
ki 25’ 125’
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4. Calcular "og 343, °log 6561,
‘log 1024, ®log 2187.

5. Calcular x en: a) ‘log x=3, b) log x=4,
c) 3log x=5, d) "log x=3, %log x=1

6. (Respecto a qué base: a) el log 121 es 2,

log 512,

OB e 1 )
b) ellog-s—1 es 4, c) el loga es — 37
7. Calcular x en: a) *log 196 =2, b) *log 4096 =6,
¢) Ylog 2401 =4, d) *log 243 =—5, ¢) log 51 =—4.
8. Calcular "log 8, ”Iog 3, *log 64, *log 32,
“log 27, *log 243.
4 a
(8=V16° = 16%; luego “log 8= 3)

: Sl 32 1} LA '
9. Calecular ®log 243’ ‘log 343, “‘log 97%3.

10. Desarrollar: a) log (abe), 1 b
| | g (abc), log B
i i 3
b) log —, log V2abe, log M
_ be 4xy
NS 5
¢) log (ab)*, log Vab, log (5a*v/7b%)"
2ab? 7avh e
d) I L _vac
) loe 3evd?’ log 3cty? : Ja’—-—'b’
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11. Indicar el logaritmo de la expresién a que
corresponde cada desarrollo siguiente:

a) log a+log b; log a—log b

b) log a+log b—log ¢

¢) log a—log b—log ¢

d)2loghb, 4loga 3logec

e) 2 log a—3% log b+log ¢

f) & log x—3% log y+1% log z

g) log a—4 log b+1 (log ¢c+3 log x—2 log d

h) 5 log a+% log b+14 log ¢—3% log x—4% log
+ 4 log z.

12. ;Entre qué nuimeros enteros estdn com
- prendidos los logaritmos de 8, 45, 80, 150, 250
1300, 1530?

13. ;Entre qué ntmeros enteros estdn com
prendidos los logaritmos de 78, 546, 1420, 10500
si la base es 107

14. Indicar la caracterfstica de los logaritmos’
vulgares de los nimeros 68, 316, 43,7, 9,85, 695,
2614, 24008, 0,89, 0,065, 0,0075, 0,0004,

15. Dado log 486,75=2,68731, calcular:

a) log 4867,5  b) log 48675 c) log 486750
d) log 4867500 e) log 48,675 1) log 4,8675
g) log 048675 h) log 0,048675 1) log 0,0048675.

16. Calcular *log (64 . 128); ‘log (243 : 729).

— i ——

17. Dados log 2=0,30103, log 3=047712,
log 7=0,84510; log 9=0,95424, log 11=1,04139;
log 13=1,11394, calcular: a) log 20, log 200,
log 6, log 21, log 18. ' !

b) log 8, log 9, log 49, log 64, log 81.

c) log 41, log 3%, log 53.

11 3 2
d) log 73, log =, log =

— log —~.'

e) log 3 & log 75 log ? e

f) l_og—l-—' — log% —~10g-§-. — lo_g%w *log% +log23.

18 Determinar, aprovechando la pigina de
tabla logarftmica insertada en el texto, los loga.-
ritmos de:

09,3296

a) 31 b) 3191 c)
32 324,2 0,03237
0,33 33,33 0,003168
3,18 3,384 0,0003319
326 3275 0,338

d) 31975 e 33074 f) 3216,3
328,56 315,77 31,796
3,3284 32,518 0,33475
32,167 3134,5 0,03186
31498 33689 3,19578
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19. Determinar, mediante 1as tablas, los loga-
ritmos de: i

a) 72,048 ©; 801576 ¢) 0,28907

205,79 4,90835 5,07964
0,5368 0,06958 75,8067
19467 69,7259 918,176

20. Buscar los nimeros oorreepondlent.es a 1
logaritmos que siguen, a.provechando la {-.
de logaritmos del texto:

a) 349638 b) 249768 c¢) 4,50967

2,50745 1,52847 0,49518—1
1,51693 0,51583 0,51553—2. 4
0.52956 3,53089 0,50071—3

.rr'

21. Buscar los niimeros correspondlmtes 8 los-
siguientes logaritmos: ?

a) 1,04802 b) 4,65034 ¢) 081026
0,19583—1

2,38075 2,09183 _
3,90036 3,38279 0,46815—2
0,53714 1,18275 0,07016

22. Calcular por logaritmos las expreslones _;;
siguientes:

a) 289,12 . 53,623
¢) 2,3768 : 0,87534
e) ,357245*° 0,877058

) V31866, V0066473,

b) 2,3568 . 0,0235
d) 0,34569 : 7,1351

— 381 —
23. Caleular por logaritmos:

7,8564 . 3,7653

) 98,3907
98,706

0,76085 . 58,9673

» b)

o) 584 . 7,93 .0831 .17,83
940 . 0,00728

49876 . 0,037542 . 68,7075

9 781649 . 578.05 . 28,4209

24. Calcular por logaritmos:

w) 0561. 1345 o 4537284
(146 . 0,148)" 7 —

9,387 . v0,09307
0 568 . v0,07038

o 17314 . J V0, 01562’

25. Calcular por logaritmos:

a) El valor de x en la proporcién 2,7195 :
0,48736 =87,932 :

b) La media proporcxonal geométrica entre
3,8573 y 0,48926.

¢) La expresién

1V(a+b+c)(a+b—c)(a+c—b)(b +c—a),
para a=>5,6861, b=4,9243, c=2,843.




1. 32’?6561.' 2. 3 =729,
e e T
x 2:___ 3
5. vI28 +V128=20 . 6. 5'%—p25,
7. log 3x=log72. 8. log x +10g2—log60—loga
9. log (x+9) — log x=log (x+1). ik i
10 log (x+2)+l_og_(x+3)-—10g 2
fq i xvl) _(;‘*73}:10;; (x+5).
12, 9tbn | 13, 7790 34

14.

d) La expresién
a=51,693; b=61693;

26. Calcular por logaritmos:

2) "/4_,308 + V7,6305

¢ Y2,1663 — VA9ST

L o W

J (c+b—a) (c+a—~b)
' ab

o= 68,6868,

0,4748

b) ‘fs 23017 ?“/1‘87,64 a
116,322 930,527

S

Ecuaciones exponenciales.

St (D e 6

16.

18.
19.
20,
21.

22,

24.

he i
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£ 4 E—i=257. 173 . 2P=192. 3

3 =3456
Xy % ...—_3(1 ‘+‘x_')-
F+31 43243043 =363,

log (7x—9)* +log (_3X‘—4)' =2.

1 ) 1 7
5—log x 1+4log x

logV7xF5 + logVZx+7 = 1 + log 4,5.

log (35—x°) _
log (5—x)




CAPITULO XV11J

Progresién aritmética.

96. Definici6a.—Si al ntmero 6 agregamos
sucesivamente 4, resulta la serie (1)

6,110,114, /18,99 96,30 .

que se llama progresién ariimética. __
Es también progresi6n aritmética la serie

56, 48, 40, 32, 24, 16. ...

puesto que cada término se forma agregando —8
al precedente.

Luego, progresién aritmética es una serie
Wérminos lales que la diferencia entre dos término
conseculivos es conslanle. 1

Esta diferencia constante entre dos términos
consecutivos de una progresi6n aritmética y que
se llama también razén, se determina restando
un término del siguiente. Puede ser positiva o

Cuando la razén de la progresién es positiva, |
los términos van aumentando ¥, por esto, la

(1) Serie es una sucesidn de cantidades que se forms con amg_l__o-.--",'
& una ley determinads. Las cantidades stTos términos de la serie. |
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progresibn es creciente. Si la razén es negativa,
los términos van disminuyendo; la progresién
es decreciente.

La primera progresién es creciente; la razén
es 4; la segunda progresién es decreciente, la ra-
z6n es —8.

97. Propiedad de cada término de upa
progresién aritmética.

Segin la definicién, cada término de una pro-
gresién aritmética se puede obtener agregando
la razén al término precedente o restando la
razén del siguiente.

Sean 1, ¢ y ¢ tres términos consecutivos de

una progresion aritmética, cuya razén designa-
remos por d. Segun lo dicho, se tiene: = -

t'=t +d
b=t

Sumando ordenadamente estas dos igualda-
des, resulta:

2t/ =t -+t

al t+f_”'

de donde: t! 3

Luego, cada término de una progresién aritmé-
lica es el promedio, o medio aritmético, entre el
no que le antecede y el que le sigue.
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98. Término general, ultimo j_;_ﬁérminb-,-
una progresion aritmética. -

Designando por a el primer término, por d
diferencia y por n el nimero de términos, la
presentacion general de la progresion aritmé
seré; / ) ' ) .

a, a+d, a+2d, a+3d, a+4d,. .. at+(n—

En efecto, y en consecuencia, de la definic

el sequndo término es igual al primero més la

diferencia; el tercero es igual al segundo més la"

~ diferencia, o al primero mds dos veces la diferenci
el cuarto es igual al tercero més la diferencia,

al primero mds ires veces la diferencia; el quinio

igual al primero mds cualre veces la diferencia,

‘asf sucesivamente; luego, en general, un tér
cualquiera de una progresion aritmética es igu

_ al primer término mds tantas veces ld4 diferen
como términos hay antes de él. De modo qu

expresién general del término que ocnpa el lug

7 es igual & a+(n—1)d. Designando por u este

término, se tiene la formula: Y

u=a-+(n—1)d.

Luego, el tsrmino general, es decir, cada térmi-
" mno, de una progresiin ariimética, es igual al pri-
mero mds el produclo de la razon por el numero |
de términos que le preceden. A

Esta relacibn permite calcular una de las 8
cuntro cantidades, u, @, n ¥ d dadss las otras:
ires,

| — 387 —
De la férmula general resulta:
a=u—(n—~1’)d

il-—:a.
e

99. Suma de dos términos equidistantes
de los extremos. o - i
Sean ¢ el término que tiene p términos antes de
él y t' el que tiene p términos después. Es evi-
dente que: ' : :
& =atpd
y : ¢ =a—pd

Sumando ordenadamente estas dos igualdades,
se encuentra: :
t' +t=a-tu.

_Lqégq, la suma de dos términoes equidistantes de
les exiremos de una progresion aritmélica es igual
a la suma de los términos exiremos.

Corolario. Si of ntmero de términcs de la
progresion es irupar, el término medio es igual a
la semisuma de los extremos. '




— 388 —

gresi6n aritmética.

S=a+(a+d) +(@a+2d)+(a+3d)+. .. +u
S=u+(u—d) +(u—2d)+(u—3d)+. .. +a
des, se tiene:

28 = (a.—l_-u)+(a+u)‘+(_a.+u)'+(a+n) o
(a+4u), 0 sea: 25=(a-+u)n ;

_ (a+4u)n
Sl

Luego, la suma de los términos de u qgresion -I
4 o e € una progresion
animética es tgual a la mitad del producto de la &

Introduciendo en esta férmula ol valor de
se tiene: ha

e la+a+(n—1)djn
2.

_ 2an+(n—1)dn
e

_ nl2a+(n—1)dj

100. Suma de los términos de una pro- "..

Sumando ordenadamente estas dos igua.l_da'».:z_
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Ejercicios.

1. Formar la progresibn aritmética, dados:

a) a=7, d=>5, n=9
b) a=74, =—12, n=8§
¢) u=100, d=15, n=10
d)  a=8, d=23, W=7

2. Determinar la razén en las progresiones
siguientes: i

%) (13 80 oriiige
b) 68, 59, 50, 41,...
o)ilisE 8Tl o

3. En una progresién aritmética, el séptimo
término es 35 y el noveno, 83. Calcular el octavo
término y la razén.

4. En una progresion aritmética, el quinto
término es 24} y el séptimo es 90%. Calcular el
sexto término y la razon. '

5. Expresar el valor general del 4.°, del 6.°,
del 10.°, del 15.°, del 20.°, del 35.°, del 40.°
términos de una progresién aritmética.

6. Calcular en las progresiones siguientes el
término que se indica:

a) 9, 14, 19,...; calcular el 16.° término.

b) 15, 24, 33,...; calcular el 12.° término.

c) 8, 20, 32,...; calcular el 21.° y el 55.° tér-
minos.
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d) 6%, 9, 114,...; caleular el 15.° término,

e) —124,—159,—19,2,. .. ; caleular el 25.°
término. : : :

f) 95, 84, 73,...; caleular €] 32.° término.

7. Dados:a) a=12, d=7,n=15; calcular .
b) u=153, d= 11, n= 14; caleular a.

¢ a= 23, u=131, n=13: caleylar 4.
d) a= 15, u=145. d-10; caloular n.

8. La suraa de los extremos de una progresién
aritmética de 12 términos es 148 y el 5.° término

es 56. Calcular el 8.° término.

9. atu=190, n=11. Caleular el 6.> término. |
10. Caleular la suma da los términas de u-n'a._l-f

progresién aritmética dados:

2) =20, u=185 n=12; b) 8=340, u=200,

n=15;

) a=15, n=14, d=9; d) a=113, u=17 |

)

e) a=160, n=14, d=—12: f) u=120, n=16, |
d=6;. b

®) n=7, 4° tém.~36; b) n=14, 5.5 .50, |

10.°=94

11. Calcular el primer término de la progre-

8160 dados:

a) u=124,n=24 d=5: b) u=12,0=15d-—7.

¢) $=1029, u=132, n=14;
d) §=1343, n=17, d=8
e) 8=150, wu=55  d=5;
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f) §=520, n=13, 6.°t.=35 y 8.°=45,
12. Calenlar la diferencia, dados: iyl
) a=24.u=120,n=17;b) a=99, n=10,u=9;
¢) 5=880, a=5 n=11: d) S=1035 a=10,

=30 .

e) 5=2133, u=34, n=18. i

13. Calcular el ntmero de términos, dados:

a) a=13, d=10, u=133; b) a=14, u=120,
5=1005; ' ;

¢) 8=20,d=5,S=1020;d)d=4, u=5§0, S=330

e) S=504 vy el término equidistante de los
extremos es 56:;

f) $=1692, 7.° t.=69 y 12.° t.=119: ¢ -5
térmimos equidistan de los extremos. _

14. Interpolac (intercalar) entre 23 ¥y o7 tres
términos de modo que resulte una progresién
aritmética. : '

15. Idem 4 términocs entre 24 Yy 84.

16. Idem 6 términos entre 13 ¥ 125, _

17. El término medio de una progresién arit-
mética de 9 términos es 27. ;Cuél es Ia suma
de ios 9 términos?

18. El término medio de una progresion arit-
mética es 51 y la suma es 867. Calcular n. :

19. El quinto término de una progresién arit-
metica de 16 térmmos es 44 y el 12.° es 100,
Calcular S. : j e

20. Dados: S=1395, d=11 y n=15; calcular a.

21. Dados: S=988 a=10, n=13; ecalcular d.

22. Dados: S=1040, a=20, d =6; calcular n.
23, Dados: 8=896, n=14, u—a=104; caleu-
lare, 2 y é. % : it

24. Dados: §=336, a=50, d=—4; caleular
nyu

%5. Dades: a=7, n=18, d=6: caleular S v u.
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Yy u.
Yy u.

y 7.

30. Determinar ;unaQ f6rmula para calcular la'_._;':"f:‘
suma de los n primeros nimeros pares y otra
para la. suma de los n primeros niimeros impares.

Aplicaciones.

31. El sexto término de una progresién arlt-
mética es 66 y el 13.° es 136. Formar la progre-

816n.

32. Ep una progresiébn aritmética, la suma del
4.° término con el 12.° es 116 y la del 9.° término |

con el 15.° es 172. Caleular a y d.

33. El 14.° menos ¢l 5.° término de una pro- .
gresion aritmética es 54 y el 11.° es 79. Formar

la progresién.

34. La suma de 11 términos de una progresién
aritmética es 363 y el 8.° término menos el 3.°

25. Calcular a y d.

35. El producto del 5.° término por el 2.° es |
364 y la diferencia de estos términos es 15. For-

mar la progresién si a es positivo.

36. En una progresi6n aritmética de 10 tér- ,:
minos el producto de los dos términos ?lue ocupan
el 3.° con |

los lugares medios es 195 y la suma
el 9.° es 30. Calcular a y d.

37. Se cancel6 una deuda de modo gue el pri- 1

mer pago fue de E° 50 y cada pago siguiente au-
mentaba, en E° 15. El Gltimo pago fue de E° 230.
¢Cudl era la deuda y en cudntos pagos se cancel6?

26, Dados: 5=960, 2 =120, n= 16; calcular d ;
27. Dados: S=2120. d=8, n=20; calcular a
28. Dados: d=2%, n =25, u=60; calcular a Yy S, ‘I 3

Lo

29. Dados: a=15, u=135 S=975; calcular d
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38. Repartir E° 1000 entre 16 personas de
modo que cada persona reciba E° 5 més que la
anterior. ;Cudnto reciben la primera y la ultima? -

39. En una carrera se fijaron los premios de
modo que cada jinete recibiera E° 45 menos que
el anterior. El que gand la carrera recibi6 E° 360
v los demds, en suma, E° 990. ;Cuédntos eran los
jinetes y cudnto recibié el tdltimo?

40. Once personas reciben en suma E° 880 y
sus partes forman una progresién aritmética cre-
ciente. ;Cudnto recibe Ja primera y la dltima, si
la diferencia de sus partes es E° 307

41. Un cuerpo, al caer, recorre 4,9 m en el
primer segundo y en cada segundo la distancia
recorrida aumentsa en 9,8 m a la recorrida en el
segundo anterior. jCu4l es la distancia recorrida
en el décimo segundo y desde qué altura cayb el
cuerpo?

42. Hallar tres ntmeros en. progresién arit-
mética, cuya suma es 24 y su producto 440.

Observaci6n.—Si una progresién aritmética tiene un nfimero
impar de términos y Jos datos del problema noson los elementos de la
progresion, conviene dedignar como incégnita el término del medio
¥ la razén puede ser otra incognita. : ;

- En el problema anterior la anotacién de los niimeros pedidos serd;
i X—Y, % X+4Y¥

Bi el ndmero de términis ea par, se designan los dos términos

medios por X—¥ y X+¥ y la razén por 2y.

43. La suma de tres ndmeros en progresién
aritmética es 48 y la de sus cuadrados es 800.
Hallar los nimeros.

44. Calcular los dngulos de un tridngulo rec-
téngulo, sabiendo que forman una progresién
aritmética.
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45. Calcular los lados de un tridngulo rectdn- =
gulo sabiendo que forman unsa progresién arit-
mética, cuya razom es 21. _

46. La suma de tres nimeros en progresién
aritmética es 18 y la de sus valores reciprocos
es 43. Hallar los nurmeros. : |

47. La suma de cuatra nimeros en progresién
aritmética es 24 y la de sus cuadrades es 164
Hallar los nameros. . j

48. La suma de los cuatro términos medios de
una progresion aritmética de 12 términos es 74
v el producto de los términcs extremos es 70
.Cudl es la progresi6n? -

49. En una progresién aritmética, la suma d
los cuadrados del 4.° v del 12.° térm. es 1170 ;
s suma del 7.° con el 15.° térm. es 60, Calcular
el primer término y la diferencia.

50. La suma de tres nimercs en progresio
aritmética es 180 y la diferencia entre el terce
término y el primero es 30. Hallar los ndmeros

51. La suma de tres nfimeros en progresi6
aritmética es 45 y el producto del 1.° por el 3.
es 216. Hallar los ndmeros. i

52. La suma de los & términos de una progre-
sién aritmética es 40 y el productc de la suma de
los cinco primeros términos por la sums de lo
Gltimos es 300. Calcular el primer término y 1
diferencis.

CAPITULO XI1X .
Progresidn geométrica.

101. Definicién.—Si ¢l nimero 5 se multipli-
g4 sucesivamente por 3, resulta la serie:

5, 15, 45, 135, 405, 1215

que se ilame progresién geomélrica.
Es. también progresién geométrica la serie:

3072, 768, 192, 48, 12, . ..

puesto que cada término se obtiene multipli-
cando el anterior por el mismo ntimero, por 1.

Er toda progresién geoméirica, el cuociente
enire dos términos consecutivos es constante.

Luego, progresion geométrica es una serie de
términos tales que ¢l cuoctente enire dos términos
conseculivos es conswanie.

Fiste cuociente constante entre dos términos
consecutivos de una progresién geométrica, lla-
mado razén de la progresién, se calcula divi-
diendo un témnino por el anterior. Puede ser
mayor o menor que lo unidad; en el primer caso
la progresién es creciente v en ¢l segundo decre-
cieide. Lo primera progresion de la definicién es

creciente, cuya razén es 3, v la segunda es de-

creciente, cuys razén es i,
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Ay

102. Valor de cada término de una pro- ;I
gresi6n geométrica, =

En general un término cualquiers, de una pro-
gresion geométrica es igual al primer término
- multiplicado por una, botencia de la razén cuyo
exponente es el nimero de términos que hay antes
de él. La expresién general de la progresién es

Sean a, b, ¢ tres términos consecutivos de una
progresién geométrica, cuya razén designa.remds_‘_i._,_,
por q. _ 8

Se tiene entonces: entonces:
| b-aq 4, aq, aq’, _aqs’ a'q‘:' S L
El término que ocupa el lugar n y que se de-
Y b= % signa por U, es: :
Sl _

u=aqg"!

Multiplicando ordena.da.mehte estas lgualda- De esta relacién fundamental resultan las si-

des, resulta: 4 guientes férmulas, que sirven para calcular la
i 3 cantidad despejada, dadas las otras tres:
bt=ac :
ety u

De donde: b =vae a= g

Luego, cada término de una progresién geomé- o
trica es la media proporcional geométrica entre E g u
el término anterior Yy el siguiente. E a

103. Término general. Para la repre?ienta- it '
cién general de una progresién geométrica egig-
haremos por @ el primer término, por q la razén " log u—log a +1.
Y por n el nimero de términos, log q




' 104. Producto de dos términos equidis-
tantes de los extremos. Sea la progresi6n:

4, 12, 36, 108, 324, 972
Dé donde: |
L 36~4 .3

| 1'08%-—‘ %‘;g
36 . 108=4 . 972

En general, sean j y & dos términos de modo
que antes de j hay n términos y después de k&
otros n términos. Entonces se tiene: =

j=aq"

Luego, ¢l producto de los términos equidistantes
de los exiremos de una progresion geomélrica es
tgual al producto de los exfremos. _ )

Corolario. Si el ntimero de términos de la
progresién es impar, el térming del medio es igual
@ la raiz cuadrada del producto de los exiremos.
- En efecto, sea ¢t un término precedido de n
términos y seguide de otros n términos.
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Resulta: t=aq®

= U
.qn
t*=aun

t =Vau

.-105. Suma de los términos.

Sea S la suma de los términos, de modo que:
S=a-+aq-+aq*+aq*+. .. +-aq 2 4aq!

Multiplicando los dos miembros por g, se tiene: _

Sq=aq +aq’+sq’+ ... +ag" +ag" +ag’

Restando la primera igualdad de la segunda,
resulta: : '
898 =aqg—a,
S(q—1) =fit(({1_“—11)1 :
| _.a qn—*.- !
=

Esta férmuls es aplicable PAra una progresion
creciente. Si la progresi6n es decreciente, q—1
es negativo. Amplificando el segundo miembro
por —1, la férmule se transforma en la siguiente:

g Al
1—q
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Estas dos férmulas se pueden transformar in-

troduciendo el valor de u, como sigue:

:u =a_qn-—1
uq =aq”®

aq*—a,

Sustituyendo aq™ en S= i resulta:

ug—a

S=a\'—‘u

1 » Para la progresién decreciente. '

106. Producto de los términos.

que:

P=ﬂ;.&q.a‘q’-‘.aqs_._ aqll—?.aqn“l

Expresando 1la Dmgresiép en funcién de 4 y

formando el producto, se tiene:

P=u f. qa qn_2 .(_f;—_l_

ole
& e

T g1’ P I progresin creciente. ‘

Sea P el producto de los términos, de moda

S el

Multiplicando miembro a miembro las dos
1igualdades, resulta:

P’=au.au.au.au.au... au.
0 sea: P?= (au)®

De donde: P =+/(au)®

Luego, el producto de los términos de wuma pro-
gresion geométrica es igual a la rofz cuadrada del
producto de los extremos elevado al mimero de
térmanos.

107. Serie geométrica.

Se llama serie geoméirica una progresién geo-
métrica decreciente de infinito nimero de tér-
minos. La suma de los términos de una serie
geométrica tiene un valor finito.

e 1s formilaig e =0l s
1—q :

S a—aq”
1—q

Como ¢ es una fraccibn propia, sus potencias

disminuyen a medida que aumenta el exponente;

de modo que ag” se hace tanto menor cuanto ma~
yor sea n y entonces el valor de S se aproxima a

a

1—q’
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Cuando n sea infinitamente grande (n=o0}. e el
aq® se anula, vale cero, y entonces: Ll i : | :
— luego
/ X 10
e e
Luego, la suma de los térmanos de una serie geo- 1 f()

méirica es igual al primer lérmino partide per uno
lo que demuestra que la fraccién 0,666... es un
nimero racional. Se deduce, adem4s, la regla si-
guiente: -

Ejemplo: 'C_.a,lcula.r la suma de la serie:

1

1 1 b ;
b 3 + 9 +'27 o - Una fraccidon dectmal periddica es tgual a una
_ Jraceibn comuin cuyo numerador es el periodo y
A1 ey cuyo denomanador es un numere compuesto de
Aplicando la férmula, resulta: _ tantos nueves como cifras benga el periodo. _
a 1 2. y=0,583. .. (3), es una fraccién decimal
S = 1 iy 13 semipenadica, el anteperfodo es 58 y el periodo
_ : es 3. Se puede escribir: i
El.val_or de S se "a.proxima a 1} cuantq mAis ' ,
términos se consideran, sin llegar jamds a &l VER 3 3 _ ;
El limite de la suma de los términos de la serie Y=400 ot 160 .10 + + S

T 700 . 10°

es 14. _ i
Las series geométricas tienen aplicacién en la
demostracién de que las fracciones decimales

N0st que L A partir del segundo término del segundo
peribdicas y semiperiédicas son nimercs racio-

miembro, es una serie geométrica cuya razén es:

nales. | | o
Ejemplo: 1. x=0,666. .. es una fracciébn perib- 108 1By
dica, cuyo perfodo es 6. Se puede escribir: 3
x__@ p B R ) y=§~8;.+ 1 600 =,‘§_3_+i
D a0 1000 i 100 1_11_0 100 ~ 900




_58.9+3 _ 58(10—1)+3

_583-58 _ 525
900 ~ 900

El resultado nos dice que:

Una fraccién decimal semiperiodica es igual a |

una fraccion comin, cuyo numerador es la dife-

rencia enire el numero formado por el anieperiodo =
segutdo del perfodo y el anteperiodo, y cuyo deno- &
manador es un nuimero compuesto de tantos nueves
como cifras tenga el periodo, seguidos de lantos

ceros como cifras tenga el anteperiodo.
Ejercicios.
1. Formar la progresién geométrica, dados:

a) a=4, q=3, n=5; b) a=9, q=2, n=6;
c) a=3,q=—5,n=4;d)a=100,g=4,n=>5.

2. Calcular la razén en las progresiones si- 1

guientes:

a) 7, 21, 63, 189,. ..

b) 512, 128, 32, 8,. ..

c) ab, a'h®, a'bs, a'b,. ..

d) av6, 3a'v2, 3a*v6, 9aV2, ...

e) %'X’Yr %X', %, g;: s
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‘3. Formar 6 términos de una progresién geo-

‘métrica, dados:

a) a=2, q=5; b) a=T, q=4;
c) a=2916 q=1: d) a=256, q=4%.

4. El producto del 4.° término de una progre-
si6n geométrica por el 6.° es 5 184. Calcular el
5.° término.

5. El tercer término de una progresién geo-

métrica es 15 y el 5.° es 735. ;Cudl es el 4.°

término?

6. Expresar el valor general del 4.°, del 7.°,
del 12.°, del 16.° y del 20.° términos de una.
progresién geométrica.

7. Caleular el 8.° y el 12.° térm. de la progre-
sion 4, 8, 16. .. :

8. Calcular el 6.° y el 10.° térm. en la progre-
si6n 3, 9, 27. .. :

9. Calcular el 7.° y el 15.° térm. en la progre-

sibn 128, 64, 32. ..

10. Calcular el 8.° y el 13.° térm. en la progre-
si6on 3, —6, 12. .. :

11. Dados: a) a=8, q=4, n=7, caleular u;

b) u=1458, q=3, n=6, calcular a;

¢) u=2500, a=4, n=5, calcular q;

d) a=5, q=4, u=20 480, calcular n.

12. Intercalar entre 7 y 567 tres términos, de
m do que resulte una progresion geométrica.

13. Idem entre 10 y 77760, cuatro medios

geométricos.

14. a=5,9=3, u=1 215; calcular n. :
15. a=9, u=236864,n="7;calcularel 4.° término



— 406 ——

16. El producto del primer término por el
octavo es 218700 y el tercer término es 90.
Calcular el sexto término.

17. El octavo término es 384, el primero es 3

y el sexto es 96. Formar la progresion.

18. El primer término es 7 y el tercero es 112.
Formar la progresién.

19. El primer término es 6 y el 4.° 162; cal-
cular el séptimo término. -

20. Calcular S, dados:

a) a=2, q=3, n=6; b) a=7, q=4, n=5;

¢) a=8, q=5 n=4;:d) a=12 5, q=4%, n=6;

e) a=4, q=6, u=31 104; :

f) a=3, q=—5, u=9375;

g) 8=243, q=§, n=6,

h) =4 096, u=81, q=2

21. a=8, q=5, S=31 248; calcular u y n.

22. q=2, n=5, S=93; calcular a v u.

23. =128, q=4, n=7; calculer u y S.
' 24. q=3, u=13 122, S =19 680; calcular a y n.
25. q=24, n=4, S=406; caleular a y u.

26. q=—2, n=8, u=-—2 960; calcular a y S.
27. u=1792, a=7, n=5; caleular q y S. i
28. a=8, u=1944, S=2 912; calcular q y n.
29. a=161, q=3; n=4: caleular u y S. '
30. q=14, n=6, S=665; calcular ay u.

31. u=15309, q=3, n=8; caleular s y S.

32 a=4347,u=161,n=4;ca.lcular8yq.

o AL

33, Formar una progresién geométriea de 5
términos de modo que la razén sea igual a 4 del
primer término y que la suma de los dos ‘prime-
ros términos sea 18,

34. Si durante 20 afios un hombre, por su mal
ejemplo o intencionalmente, induce a un solo
hombre por afio a abandonar la senda de la vir-
tud y cada uno de estos infelices seduce poOr su

parte a un individuo por afio, jcudl es el nlimero

de extraviados, después de 20 afos?

35. Un jugador apuesta en el primer juego $ 5,
¥ como nerdiera, auplicé la apuesta en el se-
gundo juego con el mismo mal resultads. Con-
tinu6 duplicando la apuesta hasta que en el
octavo juego aposté todo el dinero que le que-
daba. ;Cudnto aposté en el tltimo juego y cudn-
to perdi6?

36. Buscar cuatro ntimeros positives, en pro-
gresion geométrica, de modo que el cuarto nid-
mero menos el tercero sea igual a 144 y el se-
gundo menos el primero sea igual a 16.

37. En una progresi6n geométrica de 4 tér-
minos la suma del 1.° con el 3. térm. es 40y la
del 2.° con el 4.° es 20. Hallar los niimeros,

38. La suma de tres ndmeros en progresién.
geométrica es 186 y la diferencia de los térmings

extremos es 144. Hallar los nimeros.

39. Buscar tres niumeros positivos en pro-
gresiébn geométrica, de modo que su suma sea
21 y que el mayor tenga 3 unidades m4s que la
suma de los otros dos.

40. Calcular los 4rpgulos de un cuadrildtero,
sabiendo que forman una progresién geométrica
Y que el mayor es igual a 9 veces el gegundo.




408 —

41. Formar una progresién geométrica de tres

Inos cuyo producto sea 1 728 y Ia suma 52, °
42. El volumen de un paralelepfpedo rectan-
gular es 3 375 cm*. Calcular las aristas, sabiendo
que estdn en progresién geométrica y que su
suma es 65 cm. ' i

43. En una 'pro%resién geométrica de 7 tér-
minos, la suma de los 3 primeros términos es 13
y la suma de los tres tltimos es 1 053, Formar la |
progresién.

44. Cuatro personas se reparten cierta suma
de dinero, de modo que cada persona reciba 4
veces lo que reciba la anterior. Si la tercera per-
sona recibi6 E° 320, Jeudl fue la suma repartida?
. 45. Un terreno rectangular de 750 m de ancho b
tiene un perfmetro de 3900 m y produce uns
utilidad de E° 625 por hectdrea, el primer afio de

cultivo, y en cada afio siguiente rinde los = de
la utilidad anterior, 9 2

{Cudnto ha producido este terreno durante
einco afios de cultivo?

46. Si en uns progresién geométrica de tres
términos se resta 8 del segundo término, resulta i
uns progresién aritmética, y '8i en ésta se resta
64 del tercer término, results nuevamente una-
progresion geométrica, Formar la progresion.

47. Una progresién aritmética y otra geomé-
trica de tres términos cada una, tienen el mismo
primer término 4 y también el segundo término
es el mismo, pero desconocido. El tercer término

de la progresién geométrics es ?—'g del tercer tér-

1ino de la progresién aritmética. Establecer las
Zrogresiones,

48. Calcular las sumas en

siguientes:

las series geométricas

5 1
a) 12, 4, 13-,...

b) 24, 18, 135,...

! 2
c) 18, —6, 2, 31

d) —20, 12, 71,

g
e) ;1_; _"2':' 3! _9:-
8 2 1 3
f) 9! 8 3 T®n
e 309
E) 5_‘-1 -2: 'Zt 32
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49. Caleular las sumas siguientes:

22

B 4ot aordy

25

R 8
b) 1< +§+.’9"'+§_1 g na

T 195

p s e e

50. Caleular Ias sumas de las series combina

das siguientes:

bogn 2 ey 9

a) S s
s
S

il

— Al

51. Determinar las fracciones comunes gene-
ratrices de las siputentes fracciones decimales

periodicas y semiperiodieas:

LR G QTS ) 14(B)
B 04515 45); 01818 . (18)
¢ G296 .(296); 0273 ..(273)
d) 0833, (30 . 0533 .(3)
¢ 0,583...(3) ; 0388 .(8)
D 0409...(09) ;  0,76565...(65)

52. La suma de los infinitos términos de una
Serie geométrica es 9 v la suma de los dos, prime-
ros terminos es 8. Formar la serie.

3%. Bi en un cuadrado de lado a se unen los
punios medios de los lados contiguos, se forma
otro cuadrado. Repitiendo la construceién en el
segundo cuadrado, resulta un tercer cuadrado, y
as{ indefinidamente. Caleular la suma de los
lados y Jas sumas de las 4reas de los infinitos

‘cuadrados.

54. En un cuadrado de lado a se ha inscrito
otro cuadrado cuyos vértices dividen los lados

- del primer cuadrado en la razbén de 1 : 2. En el

segundo cuadrado se inscribe un tercer cuadrado
ane divide los lados del anterior en la misma
razén y ast mdefinidamente. Sumar los lados y
lug dreas de todos estos cuadrados.

35. Dado un triéngulo equilitero, se constru-
ye otro tridngulo equildiero que tenga como lado
la altura del tridngulo dado; en seguida se cons-




del segundo trifngulo, como lado: des és
cuarto tridngulo equildtero con 1;!. a.lg;:'a ;
tercero como lado, y asf indefinidamente. {Cusl
es la suma de las 4reas de todos los tridngulc
incluso el dado?

56. En un circulo de radio r se insecribe
cuadrado; en este cuadrado se inscribe un cfreul
en este circulo se inscribe otro cuadrado, y
mdt_af_l_mdamente. 4Cuél es la suma de las %re
de los cuadrados y la suma de los cfrculos?

o

CAPITULO XX

Interés compuesto

108. Definici6én.—Los intereses que un capital
produce, después de un tiempo determinado, se
pueden retirar, quedando constante el capital o
agregarse al capital para ganar a su vez interés
en el perfodo de tiempo siguiente. En el primer
caso se trata de inferés stimple y en el segundo de
interés compuesto.

Los intervalos de tiempo en que se capitalizan
los intereses se llaman periodos de capitalizacion,
que son generalmente anuales o semestrales.

El crecimiento de un capital con sus intereses,
durante cierto tiempo, es mayor cuando estd
colocado a interés compuesto que cuando estd
a interés simple, como puede notarse en el ejem-
plo siguiente. ' :

Sea el capital de E° 5400 colocado al 49, du-
rante un afo seis meses.

e 0 'h 4.05400‘.3__0: )
Interés stimple = E o0 = E° 324,

Agregando este interés al capital, resulta
E° 5 724. | -

Interés compuesto, con capitalizacién semestral.
Fl tanto por ciento semestral es 2.
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El 2% de E° 5400 es igual a E° 108, En
primer semestre el capital se convierte en E° 55
El 2% de E° 5 508 es igual a E° 110,16. En
segundo semestre el capital se convierte
E° 5 618,16, | i
El 2% de E° 5 618,16 es igual a B° 112,36.
el tercer semestre el capital se convierte
E° 5 730,52.
La diferencia a favor del interés cempueste
es B2652 0 - - G
109. Férmula de interés compuesto. a) Pe
riodos complelos de capilalizacién. En la determ !
ci6n de la férmula de interés compuesto hay que
distinguir las siguientes cantidades y sus designa-~
ciones: el capital primitivo, ¢, el tanto por cien
4 o fuds bien ol tanto por wno, i, es decir, 1o |
=1, el numero de

periodos, n y el capital defin:-
t’i:ﬂo,' (B4 ¢ :

Se designa por q & un peso més sus intereses
en un perfodo, esto es, q=1-+1 y se llama factor
de inferés compuesto o factor de capitalizacibn.

En el primer periodo el capital primitivo es ec.

Un escudo gana al fin del perfodo r escudos y
se convierte en 1 + i escudos = q. Los ¢ escudos
se convertirdn en cq escudos. b

El capital primitivo en el segundo perfodo es
cq. Como un escudo se convierte al fin de un &
perfodo en q escudos, los cq escudos se conver- |
tirdn en cq - g=cq’. :

El capital primitivo en el tercer perfodo es cg?. i
Un escudo se convierte al fin del perfodo en q
escudos, cq’ se convertirdn en ¢g® - q=cq® |

_ e
Continuando el mismo razonamiento, el ca-

pital definitivo al fin del cuarto perfodo serd

cq*; al fin del quinto perfodo serd cg® y al fin del
perfodo de rango n serd cg”; de modo que se tie-
ne la férmula:

€+ oo’

Como en esta igualdad entran cuatro canti-
dades, conociendo tres de ellas se puede calcular
la cuarta. Fdcilente se deduce que:

C:
& miae
q

o
q9 N

_log C—log ¢
W

b) Periodos incompletos de capilalizacién. Pue-
de suceder que un capital se coloque a interés ¢
dias, por ejemplo, antes de principiar un perfodo
y se retire ¢ dfas después del fin de un periodo,
lo que da lugar a dos fracciones de perfodo tc:,[_uie
designaremos por k y k'’ de modo gue k=i~f8~7——0 y

- l_gﬁ’ para capitalizaciones semestrales.
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Es evidente que si un escudo gana i en
perfodo, en la fracci6n de perfodo k, ganaré _
y se convertird al fin del perfodo en 14k:i. El |
capital ¢ se convertird en c(1-+k7). Este capital
ganard interés compuesto durante los n perfodos
completos que siguen y se convertird, segin la
formula de perfodos completos en c(1 +k1)q”

Por 1ltimo, este capital ganard interés en
segunda fraccién de perfodo k' y se convertird
definitivamente en: - g

C=cq"(1 +ki) (1 +Kk'i)

La aplicacién de esta férmula permite calcular
las cantidades que figuran en ella, con excepci6
del tanto por ciento, porque en este caso
tendrfa que resolver una ecuacién de grado i
n+1 con respecto a la incégnita i. i

Problemas fundamentales. 1. ;En qué suma se
convierten E° 5000 colocados al 5% con CcAp
talizacién semestral de los intereses en 5 afios

Aplicamos la férmula C=cq®.

c= 5000, q=1,025, n=10.

log ¢ =3,69897 log q=0,01072

nlog g =0,10720 10. log q=0,10720
log C  =3,80617
C =6399,85

2. {Qué capital se ha convertido en E° 7 895
con sus intereses compuestos al 69, en 4 afios
6 meses? . ]
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De C=cq® se tiene:

log ¢ = log C—n log q.
C=7895, q=1,03, n=9. '
log C=3,89735 log q=0,01284
n log q=0,11556 9 log q=0,11556
log ¢ =3,78179
¢ =6050,42

3. (A qué tanto por ciento debe colocarse un
capital de E° 15 800 para que, con sus Intereses
capitalizados semestralmente, se convierta en
E° 26 470,58 después de 7 afios 6 meses?

De C=cq® se deduce:

logiq = log Cnlot c

Se sabe que ¢ = 15800, C=26470,58, n=15

| log C =4,42276 i
log ¢ = 4,19866 e
Dif. = 0,22410;0,22410 : 15=0,01494
log 0,01494 .

1,035

= 0,035

q
q
i

El tanto por ciento semestral es de 3,5 y el
anual el 79, ; i

4. ;En qué tiempo un capital de E° 6 500,
colocado al 49, con capitalizacién semestral de
los intereses, se convierte en E° 8 081,807

De C=cq® se deduce:

. _log C—logc
Rl log g
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C- 8081,80 ¢ = 6500, q=102
log C = 3,90751 log q = 0,0086

log ¢ = 3,81201
Dif. = 0,09460

0,09460 : 0,0086 = 11

El tiempo es 5 afios 6 meses.

. Como una aplicacién de la férmuls de perfodos
incompletos resolveremos e} problema siguiente:

i EI 18 de Abril de un aﬁo ge cglo_can Ee 6 840 ﬂ '
nterés compuesto del 8%, con capitalizaciones |
semestrales de los intereses. ;En qué tiempo se

podrén retirar E° 9 5007

Para conseguir el procedimiento usual, se cal-
culan primero los intereses simples de E° 6 840
al 8%, en 72 dfas, que es el tiempo transcurrido
desde el 18 de Abril al 1.° de Julio. Estos intere- =

ses son E° 109,44,

El 1.> de Julio el capital primitivo E° 6840 |

se ha convertido con sus intereses en 72 dfas en
E° 6 949,44, Aplicamos shora la fébrmula paran

conoclendo:

C =9500, ¢ = 6949,44, q
log C = 397772 log q
log ¢ = 3,84195 '

0,13577 : 0,01703 = 7,973

Es decir n’ = 7 semestres y 0,973 de se-

mestre. Esta fraceion de semestre equivale a
180 ds . 0,973 =176 dfas.
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Hay que calcular ahora el capital definitivo
formado con E° 6 949,44 al 8% de interés com-
puesto durante 7 semestres.

log ¢ = 384195
7log q = 0,11921

log C = 3,96116
~ C =9144,50

La cuestion queda ahora reducida a calcular
el tiempo en que E° 9 144,50 producen al 89,
Ee° 355,50 que faltan para completar los E° 9 500,
Este caleulo aritmético da como resultado 175
dias. ; j

Los E° 9500 se pueden retirar después de 7
semestres 175 dfas, contados desde el 1.° de
Julio del ano en que se hizo el depésito.

La diferencia de un dfa con el cdleulo logarft-
mico proviene de la diferencia entre el interés
simple y el compuesto.

Ejercicics. (1)

1. (En qué sumas se convierten los capitales
guientes colocados a interés compuesto con
wpitalizaciones semestrales en las condiciones
wtadas: ;

a) £ 7895 al 49 en 6 aios?
2) E° 13680 sl 59, en 8 afos?
) B¢ 15795 al 519 en 9 afios 6 meses?
1) E° 24 560,80 al 749 en 8 afios 6 meses?

(1) Empléense Tablas de 6 dopimales,




2. Sila Caja de Aho
anual y capitaliza los i
capital se retirars col
de 20 afios? b) Ee

3. ;Qué capital defini
siguientes coloe
 capitalizaciones semestra]
que se anotan: ;

a) E° 6720

'b) E° 9460 al
e) Ee 8347 50
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rros abona 5% de Interés
Intereses anualmente, iqué
ocando a) E° 5 800, después
4 500, después de 25 anos?

al 79 en 5 anos 4 meses?
% en 6 afios 3 meses 18 dias
94% en 7 afios 5 meses 10d

4. El 10 de Abril de

en un banco E° 1 550 al 7

1960, una persona coloe

semestrales. ;Qué suma retirard el 12 de Sep
tiembre de 19717 |

dejl'nacimiento de

€on sus intereses gl

su_hija contrae matrimonio, ¢Qué suma recibi

ija?

6. ;Qué sum

puesto con cap
tener, en las condicio
siguientes capitales:

italizaci

de familia colocé en In Caja d
Ahorros § 9 900, el 6 de Marzo de 1898, fec
8U primers hija. Retira el dinero |
_ 8% capitalizados al fin de
cada afio, el 6 de Octubre de 1919, dfa e que
6

4 debe colocarse a interés com- |
Ones semestrales para ob- y
nes que se expresan, los |

a) E° 5 000 al 6% en 8 arios?

b) E° 8 650

c) E° 10 000 al 79,

al 59

d) E° 12 000 a] 8

al 6497

en 9 afios 6 meses?
en 10 arfios 6 meses?
en 7 afios 4 meses?

‘en 8 afios 2meses 20 dfas?

%0, con capitalizaciones

— 421 —

7. Si los intereé_e_s se capitalizan seme-stmlmen-
te, calcular el tanto por ciento en que:
a) E° 8 560 se convierten en E° 12 947,68 du-

nte 7 anos. :
1.ml;)eE" 9 345 se convierten en E° 13 872,78_. du-

8 afos. ; _
raré)teaniz 695 se convierten en E° 16 275,49 du-

rante 10 arios.

8. Calcular el tiempo en que, con capitaliza-
i6 estral de los intereses: : |
% a!; B%!?SBBO se convierten, al 5%, en E 86600,78.
b) E° 6 185 se convierten, al 6%, en E° 8 516.
c) E°7490,75 se convierten, al 8%, en
° 11 992,83. __
& d) E° 8 950 se convierten en E° 14 900 al 7%,.
e) E° 10 000 se convierten en E° 15 000 al 6%, |

9. ;En qué fecha, con capital_i'zaciﬁh semestral

dea)l%s" &t&), coli)ca.dos a.130 de Marzo de 1960

' irén en E° 6 0007
a'lba)%ri}}"“ ?7;(0’“:3{0?3&0& el 24 de Abril de 1961

- tirdn en E° 5 8507 ‘
. c?)'%"sg fzgv:;locados el 10 de Junio de 1960,
al 6%, se convertirdn en E° 7 5807

. ¢En qué tiempo se duplica, triplica, etc.,
unlcoapéi't'al 5, 6, 7, 8% anual con ca;p1,taJ1zac16n
-semestral. y anual de los intereses?




e e

CAPITULO XX1

Annalidades,

119, Definicitn.—Se tlama ansaliind 1a sum
de dinero que se “utrepa periddicancnte, durand
t¢ un tiempo. determinado, con ol fin de formar
un capital 0 de pagar una deucs. Cualigiiers,
que Zea el intervalo de tempo (aio, semestre
triniestze, mes) la cantidad fija que 50 eﬁtrég"
ﬁié&giada. pericdo constiva s nombze de anya
Cuando lzs anualidades tienen por objeto for-
mar un capital, se llaman mpbsiciones, y cuando
se degstlnan a extinguir unsa deuda, se llaman
amortizaciones. | :

111. Imposiciones Designamos ' -
.y -1ones. _ por a la anug-
hdad, Por 7 el tanto por uno en e perfodo, por |
11+r‘=q eldf_actor de interés compuesto, por n
© fumero de perfodos y por A el capital formants

S_upomen_do_ que cada anualidad sea entro. |
gada al principiar el periodo, la primera anua.
hidad gana interés compuesto durante n perfodos
Yy forx;la'ré,_ por esto, un capital de ag®; la segunda
anualidad, que gana intereses’ duranie n—1 |
perfodos, formarg un capitel de ag"': Ia tercera
anualidad, que permaneces ganando  intereses
durante n—9 perfodos  se convertird on ag™*;

MR
la penultima anuslidad, que estd en interés
durante dos periodos se convertirs cu ag' y la
ultimia co ag.

La suma de Jos capitales parciales formados
por las anvalidades da el capital definitivo, de
modo gue;

A=0g"+ar ™ dag* 4+ +agd4ag

El scgundo miembro de esta igualdad es la
suma de los térrainos de una progresién geomeé-
triva, cayu primer término es ag, la razon es q,
el Gitimo térreino es ag" Y n es el nimero de tér-
minos. Resulta entonces que: '

_ aq (g’—1)
Ao ip

Esta formula sirve para.determinar el capital
A, la anualidad ¢ y el ntimero de perfodos. En
la aplicacion de la férmula para determinar el
valor de A o de @, conviene calcular previamente
el factor g"—1. Con este objeto se hace:

x=q"—1
de donde: xhl =gt
luego: log (x+1)=n log. q.
Conociendo x+1 se determina x y la férmula
se convierte en:

.A;-_-ﬂ’.‘.
q—1




seis mensualidades, ung al principio de cada es.

~eSlgnamos por x esta mensualidad. E] razon
iento de interés compuesto nos dice que
primera mensualidad ge convierte al fin de] &

mestre en x_(l+—g-r)’_;_ la segunda mensuali
8¢  convierte en x(1 +lg—r); la  tercera

x_(1}+—;er)'; Ia dltima en x(1 +-%'r).

(D =x(1+21) + x(1 +20 4.+ x(1 +a1)

 =Ox @45+ 4247

=m+%.m

- X(124-7)
2.

S T

_ 2a(l+4r)

De donde X R

Si hacemos u=150 Yy r=0,08, resulta:

3000103
g e

112. Amortizaciones. En las amortizaciones
la anualidad se resta de un capital (deuda) que
gana interés compuesto. Designemos por ¢ esta
deuda y por q la anualidad que se entrega para
servir esta deuda. Las letras g y n tienen el sig-
nificado ya conocido. Consideremos primero el
caso de entregar las anualidades al término de
cada perfodo (plazos vencidos), i

Al fin del primer perfodo el capital ¢ se ha
convertido con sus intereses en ¢q. Kl pago de la
anualidad reduce este capital a cq—q, que es el
capital que ha de ganar interés en el segundo
perfodo, convirtiéndose, al fin de él, en (cq—a)q
= ¢¢*—nag. Restando la anualidad a, el capital
que reportard intereses compuestos en el tercer
perfodo  serg °q’—ag—a, convirtiéndose al fin
del perfodo en (cq*—aq—a) q=cq*—ag*—ayq.

El capital que gana interés en el cuarto perfo-
do es cq’—aq*—aq—a y se convierte al término
del perfodo en cq*—aq*—aq*—agq.

Al fin del quinto perfodo la deuda estarg re-
ducida, previo pago de la anualidad, a cq*—aq?
—99°—aq’—aq—a, |
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En el wltime berfodo, de rango

cual se pagg 1, Ultima, anualidad parg extingy;

la _deuda, Se tendrg -

anualidades Pagadas, de
anotar la igugidad-

o'~ (ag™~ f g2y a9’ +-aq+4)

e :a"(q"-_..-l)

n, al fin ¢

Si la deuda se girve pagando la, anualidad |,

principio %e gada. perfodo :
4 progresién de] segundo miembrg
término m4s Y la f6rmyls serq;

i a n.‘"l___
e Bat)

q—1

1;iz_()bs_erva(:i_t"in. En ¢] servicio de deudas amor-

Zadas por anualidades, ]og intereses
prestado ng gp cepitalizan. sino que g

del capital
e pagan bo

gy

 cada periode, determinsndo ol manto de g
anualidad por el tanto par eiente de interés,
més un tanto por ciento de amortizacién. Como
la deuda va disminuyendo en cada perfodo, los
Intereses disminuyen tair bién v crece Is amor-
tizacion, para, que la augalidad permanezea cons-
tante. De ayuf deriva o nombre de amortizacién
acumulativa

Como en los problemas relatvos & las amorti-
zaciones acumulativas, el interés del capital en
cada perfodo es una parte de la anualidad, ests
anualidad es evidentemente superior al interés
de la deuda en cada perfodo,

Ejercicios.

1. ;Qué capital se forma colocando semestral
mente: ¥ :

a) E° 450 al 5% durante 6 ‘anos?
b) E° 500 al 6%, durante 7 anios?
¢) E° 630 al 79 durante 8 snos?

2. Un padre colocs 2nualmente en un banco
E° 240 s favor de su hijo mayor, y & partir de su
primer cumpleafios. {Qué capital recibird el joven
al cumplir 25 anos de edad, si el banco abona
el 7% con capitalizacién anual de los intereses?

3. iCen qué anualidad, se formarg un capi-
tal de- ) ; _

a) E° 35 006 gl 44% en 15 afios, con capita-
lizacién semestral? '
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; b)E° 25 000 al 6%% en 20 aﬁos, con caplt.a-

lizacion anual? it

¢) E° 40 500 al 59
lizacién semestral?

4. (Qué suma de dinero deberd depositar se- |
mestralmente en un banco una persona a los 24
anos de edad para recibir, a los 50 anos de edad,
E” 30.000, si el banco abona 539 de interés
compuesto? ;Cudl serfa la mensualidad corres- |
pondiente? : i

5. ;Con cuénté.s anualidades de E° 75'depos:i$-
tados semestralmente ¥ ganando 7% de inter
- se formard un capital de E* 4 000?

6. Una municipalidad levanté un empréstito
de E° 1.500.000, al 4397, Y debe amortizarlo en
30 afios. ;Qué anualidad tiene que pagar al f
de cada ario? _ i3
7. Una municipalidad se compromete a pagar
durante 20 afios E° 10 875 anuales como servicio
de una deuda al 54%- iCudl es la deuda?

e
en 15} afos, con capita-

a 24 000, en letras
de 79% con 19% de amortizacién. La deuda ge
amortiza en cada semestre. -

9. (A cudnto queda reducida una deuda hi-
Potecaria de E° 45 : 4

9. 199; 484 12. 100. 16. 82.
100;  55. 13. 36, 17. 52.
16. 6. 14. 0. 18. 713
18 2055 15 -
Pags. 31 - 32
14, y—5x. 2. 24%a—14b+e.
15, a+b—c. 25. 4a+44b+7e,
16. 50x—8y-—d1z. 26. 1}a+24b+1de. i
17. 5p—-40q—10r. 27. 0,4b. o
18. 7a--14b. 28, 0.75x—0,-2y+-1,_5a_—'7b.
19. 29a—b —e. 29, 3,8a—1,1b.
20. m—4n. 30, —a’b—4a?
21, x+42y. 31. dxy—7x%a.
22. 8a—9b--7¢, ° 32. x’y*—8xy.
23. 22x—60y+ 5z,
CAPITULO H
 Phgs. 41 - 44
1. 9a—8b. 4. &x’-}-x’y——.xy’
2. 6x—8y—15z. 5. ba +2b—2¢.
3. 4a24-20—21b— 2.

RESPUESTAS
CAPITULO I

Pdgs. 25 - 26

6. 3ab+7a+41.
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7. 3 —Zxy 532,
8. Tm+ Sn—4,

9. a'—abtbriac gy )

1. x*—36x1y+42x:yz
LB exyt :
15. 10a—2p,

6 g gy

17. 6,5a+4,5b,

18. 515.

_22..y.

23, PHa.

24, a— b,

25. —5c—174.

26. 7,3x+-3 0y,

27. 3,6a—1,5b.

28. ﬁ'ﬁm“%r?}rn-

2. 54x—1y

30.

31. X—2z

Pdgs

15. 45 a1,

16. 17, Sy
0 i 33.

21. m-+-n. 34.
22. p—q. 35,
23. 5. 36.
‘WU, c—d. 37.
27. 10. 38.
28. 8. 39.
29. 5. 40.
30. —12. 41,

30 -

32, 20,
33. 3xt.
34. b+2¢,
35.
36.
37,
L 1—x,

10.
12.
10.

X+y—z.
a-+b.
6x-—36y—17z,

6
7
8. 21,
9

Loy

Pégs, 49 - 50

5. q—p.
Rl
. 15,

. 18,
10. 84 j
11. 742407, 60° 40/, 44° 40",
12. 88, 44, 22.

13. 84, 86, 88.
. 7¥, 73, 75, 77.

15. 3, 33, 64. -
16. E° 16 200 y E° 5 400,
17. E° 80, E° 60, E° 40.
18. 124, 94.

19. 37, 35, 28.

20. 4 ds.

21. a 294 km. de A,
22.3P. M.

23.8de E°1y32deEes.

CAPITULO 111

Pags. .

26. am-} 3_

27, ",

28, a™!,

29, xn1a

30. y?rt3,

31. 2%

32. a%p?,

33. xtylgu

40, 14a%c.

41. 120x5y®,

42. 70a%%.

43. 180x8y%z1.

44, --15a'b%

48. —180xys.

49. 420a3b*,

58. 8a*+4a%h 4 6ale,

59. 15x2—21 xty—12x%y,
60. —3a%b 4 6ah?~3abs.

64 - (9

61. —18x%y2 4 30x2y4 4
+24xdy,

65. x+4z

66. —_43"'"343-

67. 5a43b.

68. 58y.

69. 36a—9b, G

70. 2043—60ab—204a?,

91. 4ab(5a+-3b—1),

92. 5xy(2x—3y +-5). !

93. (x—y)(a+b).

94. (2a+b)(3—c).

95. 2a(a+b).

96. (x+y)(2a—3). :

97. a(p+q)+b(m+n).

98. x(y—1) +3(z—2).

99. (x+y)x+2).

100. (a+3)(b+5).




101. (b+1)(a—1), 176. 2a’—Bab-—30p2
102, (x48) (x49). 177. 6xy—4y2
120, xi 4. ; 178, 92xy + 15y2 Ay
121y, 179. 8t L b2y 2y @ +
122. 2x*{ 6x 4.4 +2ab — 23c 4 9,4
123. dn2 48, g0 T 2bec el AR
124. 0. : T Zed; 4x? L gy
125, 10_x=+_&yf+.4z-=+19xy+ T 9a'+16bt 1oy,

1+ 22xz+ 11yy s b GG, T e
127. 8x5-44x‘+3x"-—2932+ + 18ay -1 24by +

+-0x- 18, + 24ab, |
128. x4 9% 4 2654 94 180. 64 4 a2 4 g1 168 —
129, a’——IOa?+3_l_a~—30. —48b + Bab; 4x2 4
138. 2x’——10x--—-1_68. G O + 168 4
'139. 4x’——8’x——~572. | +dxy + dxy + 16x 4
140. 5x2_20x g6 + 2z —8y g, -_
141, (x+2) (x+4). 184. 422 | gp2 + 25 —.
143, (x4 14)(x—q). — 12ab 1 202 — 30},
145, G+3)(y—10). 49 + 2547 | 3612 —
M7, (x4-7)(x—19). = sl g
9. (x+15)(x-8). +60ab.
151. (a-—3b) (a—ab). 185, 3-4n’~—112mn-—-112m—_—'-[
155. X*-+8x4 16, —16.
157. 2524 10x4-1. 188. y2 18, 181
158, 1—14y 49y 190, p’+16pq_+64'q’.
167. 192, 169y?—390y 4 205

168.
171,

172,
173,
174,
175,

1225a% 41 400ab +
+-400b2.

3x*4-30x + 75,

1 440b2—3 6oop, 4
+2 250¢2,
18a*—18ah 4 5p2.
4pq,

8x+ 18y2.

24xy.

— 432

194, 64x.=——80xy+.2_5y=.

197¢. Y3y 43y

198a. 8%+ 36a2 4 544 4 97

199¢. 1000234 4 200c? 4+
+480c + 64

200. Xi—liyt 4 ;

202, 492%—16b2; G4y

—38y?.

— 433 —

204. 324u?—169v? ; 361a3—

—-28_9])".
206. a'—b¢; xt-—y*.
207. 2xy+2y*.

208. 16a*+40ab--25b*—

—36¢c2.

209. 36x*—16y?+ 40ys—

—25z%

210. Ix?+-60xy—25y*.
211. 250xy—176x— 10y +

+23.

217. (x+y)%; (p—q)*.

w N -

oY o
o

bl ” ]
- »

o
P mae
-|cwgam_un[§ﬁsn:—9;

11. a+b.
12. 1.
13. 1.
14. 4b.

1. 100.
2. 8
3.9y 15.

218. (a—1)7; (m—3)2. _

219. (3x—2y)?; (6n+7p)*.

220. (m—n)*; (x+y)".

221. (x+y)(x—y); (x+1p
(x—1), :

222. (9a+4-8b) (9a—38b);
(11x+16y)(11x—
—18y),

. (17m +180) (17m—

—18n); (19+12p)

(19—12p).

Pigs. 70 - 71
15, % 29. —5.
16. 5. 30. 2.
17. —} 31. 0.
18. 11. 32. 11.
19. U 33.7.
20. 1 3. 5.
21. 1. 35. g
22, 33. 36. 9.

e £ U 37. —a.
24, 2. 38. —b.
25. 5. 39. &
26. 6. 40, b
27. 4.

28. 9.

Pigs. 71 - 74

4.24,25y26. 7. 10,15y 30
5. 48 y 12 afics. afios.

6. 13.




9. ldey2lg
10. 8.
11. 24 m.
12. E° 2,10, E° 3
y E°*0,75.
13. 63. :

1l

«
e
ole

17. P " m*2,
18. a‘x,y;y; p2at1
25. 4;7.

26. x; p+q.

27. 7x—5y.

28. 2245

30. 3y+5.

31, 4q—7.

32. x—2.

35: x—12,

39. —dx2; _5h
41. 5ab%.

45. o=l —a
—4a; i 3

— 434 —

14. 75, 20. Hace 4 afios.
15. 248, 21. 144 km.

16. 25,25 y 15. 22. 2y 15.

17. 15 pers. E* 370 23. 14,

18. E° 3 90. 24. 36 m.

19. 40 y 12 afios. 25, Eo 15,

CAPITULO 1V
Pigs. 86 - 100

48. 3ey 4+ 18xy-—20x3y2,
49. 10x—6+9a.
50. yz+xz-txy.
53, 282 %
G A
5a 3 3z
2 2—5; 5o’ 5—5
1 6
> SoEx) B
Sk,
3(a+2)’
X 1 6
61. ;, '8_——3(—471'- i Tl-
; x—«i. 3x+5  x—5
oy
6. oL 12 x2
G S

54

56 -

x—0

L ige x +5x;24

SRRV

s
Tl
! 5: 1Ur

92, :l_-t_l 38~-2h
e
x—3" a’' —8y

2x—2 1
G bx—1" 3x44
3a—b5h.

77. N

73:

98, 2a.4-5b,

bx-+ay
CaRTs
st el
2x ‘a?

- 1la—11kb

81, —

79¢

83. a—bh.

84,

85 ———1

X 4 26
30(x+2} ;
a—b
a+b

g 1

x—4

86.

2t Raiep

a8
i
3—x
x—3x4-2

91. X _

x—3
93, 3a—~1; _3a.—«b,
a 3
a*—a+1
8

9_5- ”_b'.""'. b

%.

94c.

N Ha--_f-b

8x+3_ X—y
5 ' 2x—y
5b  2afxy

99, 5;;, o

1 XT N

-

a—>5

5

b




gl

2 128. 15a—8b+14c. ; 7' Alhyin e
| : iy allih i o o LYo . :
106. 1.3 " 2“ gcy%d 8. — 48 29. 6y 14, 50. 16.
107. 1. N + = _z, 9.8 30. —3y 4. 51. 6.
111 _2_’ x:_y 131. 8. IIZ 10. 120 31. -‘-‘-7}'—-* 52. -1';
g8 a—b 132. 7a. 11. 36. ; 32. — % 53 _ab
j Ti3 X—¥ 133, 7xy. 8 12. 24 33, oy a—1
113 a+b+e 134. x+6. 13. 7. 34. 5. 54. a4b.
Aty 135. 6x+7. 14. . . 35, 4%, gy iepe
5. <. 2 136. 9x—>5y. I 15. 5. 36. {7 T attbite?
3" b 137. 9p+8q. 16. —5. 37. 6. 56. 0.
116. ab; 1. 138. 3x*—7xy+ 5y 17. 7. 38. 6. 57, Atb
117, &%, da—2b 139, x*+xy—2y*. i 18. 5. 39. 6. At
ST ey s i 140. 5x+y. . 19. 3% : 40. 2. 58. 2a—3b.
et Hlwran b 2. % qL b w2
il 12, 35305 21. 3,19, 2. }. iy
120. 2p—q; —4x+3y 143. 3a’4-4ab-+5b% 2 2'- 43. 2 60. b
122. 4mn—2m+7n. 144, 8a+9. RIS ' b e
123. & b a b 145. 7y +5xy—2x. B 5 _“' % 61. —232-
Bo =g = o= _ 24. 16, 45, 2. a+b
e e b a 146. X*—xly+xy*—yl
124, 2y 5xya+4x.  147. a'+ab+tatbiratbtt | e i g 2
+ab44-bs. 3 26. 5. 47. 4,5. b—e
. i 148, X'y byt SR 48. 10 63. a+b.
125; 95#54- 12¢ 149. §a+_1_ - : . Pégs. 108 - 112
; ’ 19 4 qbide 5. 63, 13. 120, 21. 2 h 24 min.
oo e 181, Sx—6y 6. 144, 14. 11, 22,9 afios.
=0 80 9a 152. 6a—8b. 7. 120. 15, 8 pers., E° 35. 23, 28 y 18 afios.
. 8. 60. 16. 4. 24. 160 y 40.
Pdgs. 101 - 107 e 9L b s L TR T 25. 48 km.
la. 12. 3 5.6:3 10. E- 120. 18. 30 km, 12 M,  26. 5 m. Circun-
2a. 6. da 4 6. 12; 20. 11. E° 1 500. 19. 614h, 60 $fkm.  ferencia: 25m.

12. 36 n. 20.6d 6h. 27. 6,2 km.




28. A__: Eo 420,
B: E* 360,
C: E°-240.
29. E° 28 009.
30. E° 9 00p.
31. E°48000 y
E° 40 600.

Lixag

2. x>0

3 x>3

4. x<f.

5. xch

6. x <5,
Tox >’l‘

L, x=5; v=3
2. x=19; ¥=10.
3. X=4: p=3
- x=2 y=3
6. x=1; y=5.
7. x=1; y=9
8 x=10; y=9

— 438

32. 5% ¥ 7%.
33.6%.
34. E°29 GO0 y
E® 30 000,
35. E« 12 411,
35. 1125 afios,
37, E° 9 900.

38. 70 dfas.
39. 200 kg.

dela 2.a

CAPITULO v

Phg. 121

8 x>,
9. x>14
0. x> g
11, X <.
12. x>
1B, x>11.

CAPITULO yvi

Pags. 127 - 132

9. x=0; y=2
10. x=7: y=1.
ll. x=1; _V.='U..
12. X=20; y=7.
13. X=2; y=1.
14. x=4: y-——].s‘
15. X‘——‘—ﬁ, y=2
16, x=10;y=2

40. 60 1 dela 1.0

17,
18.
19,

20.

21,
22.
23,
24,
25,
26.
27.
28.
29.
30.

31,
32,

3.

34.
35,
36.

37.
38.

u‘ihbdl‘d:—-

~ 489 —.

X=8; v=1.
X=f; y=2
x=1; y=1.

X=3 y=5
A=2 y=],
X=2 y= .3
N'='="-"5' ¥y =1,
N=7,y=§.
XN=1,y=3,
X=d y=1,
x=0, y=R,
N=7, y=35
x=3, y=|
N=12 y=T7,
N=d, y=3
x=12, y=t.
=2 v=12
X=43, y=2

X=4 y=4.

39 .
40.

| 41,

42,
43.
4,
45.

46.

47,
48.-

49,
50.
51.
52.
53.
54.
55,
56,
57.
58,
59,
60.

x =60, y=35.
x=12, y=15.
x=36,y=12
x=2,y=15,
x=0, 3;=n. l
xmiih o uoh
x=;;.g+~'lh, y=ua+h
x=287%hk . an—h;
m+:n" m+ n
x=ah, y=h,
X=m, y=n,
x==_3a.,y_==-3_b.
X a.,_...ﬂ.!f,‘i‘_h’ ym 8
x=3, y=2 z=1,
X=8, v=0,z=1I
X=2y=3 ne= - 1.
x=10, y =20, z=1).
X=2,y=3 5=5
Xmoof y=i 2 g 4
x=7, ¥ ='..6'|_-"9§ =5
x=10,y=2 =20,
Xx= 15, y=0, z=10,
x=n-+h.y=3ah,z=4ulh.

Pdgs. 133 - 134

30 y 34
25 y10.

te B0 6, calé Be 4

a=T0° B=50 4= ()"
V. hiteeo =20 [k_ril]
hr

ey e B km
"1'.1[(" 5['1;—]:'.‘

<8, 10y 16,

6

7. 120 y 80,
8. 56y 10.
9. 120 y 35.
10. t7v 10.
I1. 37.

12, 42.

13. 753.
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, 33. E° 204. des. y396dean. ;
§§ ;3; iﬁf’ 2% 17. 40my 15 m. 34, 48 dias. 36, A: E° 15600, B: E° 3000,
£65 44 crris 30 o 18. 15¢cmy 9 em. 35. 4 224 kg dec., 1320 C: E° 5250 y D E° 8 400
; Pags. 156 - 158
1. 11, 22. 0.
CATIIULO (il 2. 11. 23, 8blida,
i =
hdgs 150 - 155 e ,. abm
6. a) 72:36=48 : 24 19.c)a:b:c:d=10: g- ;5. i gay——lil:m
X A 115 :18 : 16; ey f i
b p+q b d)a:b:c:d=12: 8. %3. 22; 1233'?;“1-
- 8.a) 25; 16 : 15 : 50 : 400; 9. 3. cAR b
b) 2; 4 e)a:b:c:d=24: 10. 11. 29. 702, 70° y 40°.
c) -l; g : 28 : 27 : 26; il. —5. 30. 27°y 63°.
d) 1; f)a:b:c:d=9: 12. 5. 31. _2’4“,72“y§4“..
bc : 114 :15 : 16. 13. 179. 32. 24 y 30 afos.
e 2. — j 14. 12. 33. 12y 15 afios.
9. a) 18‘15 ; ?' 2 5. 8. 34. E° 7,50 y E° 10,50.
A b) 20 o8, 16. —2. 35. 405, 351 y 243.
L 42 Way 75, 17. 7. 36. 64 km y 42 km.
o s amn) JaE Mg 18. a—b. 37. 14 P M.
e a0 i 5 19. 0. ' | 38. E° 96
12. a) 6; b) 12; ¢) 30. 25, 28 : 36. i b 39, 108 kg
14.2)5:b) §; ¢) +5; 26. E° 1800 y E* 2 400. at
d) %°;e) §; 1) 6. 27. E° 204 y E° 119. s bl
I 4 : 28. E° 20 000, Ee 24000 y m ;
g)8,h) E° 28 ST
_ 3(a—b)? Sl JJERCICIOS DE RECAPITULACION
17. a) x=12, y =16, 5=20; 29, 55 m. e
b) x=24,y=-15,.-5; 30. 1 h 57 min 36 seg. Ags. 159 - _
¢) x=20, y=35, s=50. 31. A: E°78,40, B: E° 117,60 1. (a+2)(b+3). 5. (x+Hiy+5)
18. ¢) x=45, y=36, s=54, __ Y C:E°196. 2. (a -5)(b—2). 6. (4—8)(b—2).
u=18. 32. E* 920,62. 180 bonos. 3. (2a—1)(b+1). 7. (3x+y)(x—b).

4. (5% 2)(2y+3). 8. (3x+2y){ax—by).




7 1Y dal

9. (2a--5)(3b+2).

10. (mx-+n)ipy --n).
11. (*+43)(y*--1).

12. (a+-b)(ac+bd+2)
13. (a*+3)(a*--3).

14. (a+b+1Ya+b--1).
15 (1bxtrj(l-x—y)
16. (1-Fx-—y)(1-=x+y).
17. (& b+e -
18.  (5¢ —l-fl)(( +5d).

19. (a-bh4e)a+bh--e).
20, (x-v+z)x -y -z).

2L (bExFyil 8- y).
22, (a-kb- ¢)(ab4e).
23. (m-+tn+q){m+n--q).

24. (a+h+tcet+d)(a+h-c—d),

25. (a+1)(2a-1).

26. (3a45)(2a+1).
27. (x4 L)(3x+2).

28. (Bx+1)(2x--3).
29. (5x+2)(x--2).

30. (By+2)(y—1).

31. (da—1)(a—1).

32. (2274 3)(a2+1).
33, (3+a)(2—a).

34. (5+a)(2 -a).

35. (3a—7)(1—a).

36. (4+52)(2—a).

37. (c+d)(e*—cd+d?).
38. (a+ D(az—a$1).
39. (a—-1)(a?+af1).
40. (2-+3)(a*—3a+9).
41. (54x)(25-—5x+x2).
42. (6—a)(36+6a-+a?).
43. (1+4a)(1—4a-416a2).

)\d— ‘b~ L+d).

- 52,

44. (2c—4a) (40 +8ao+16a)
45. (104-b)(100—10b+b%).

46. (ab—c)(a*b?-+abet¢?).
47. (a—2b?)(a’+2ab?+4b%).

48-' (m—n—1) [(m—n)*4+m

k)
2
e
s

XL,
a-—2
at3.
a—I]

50.

51.

53.
54, 2.
BB, i
L{ bl
57. T
58.

'1""‘3’

x-tc
(x—2) (x—b)
60. 0.
61. 1.

59.

62.
63.

64.

67.
68.
69.

70.
71.
72.
73.
74.
75.

76.

77.

1tla

(ESEen)

(x ¥) Pty
3

(@ 1)(a-3)

a-b.

at--h?

a) . ) i

494:_5 ;
Ia+10
L7l 1)

— 443 —

70_

2_9

78.

79.

81.
82.

83.

84.
85.

87.
88.
89.

91‘

a' da+42
a* -5un+2

53-1?3

2(a- b)(b-—-c).

cC—Aa




1
2. 2
3.

4 2
5. 105
6. s
7. 9
8 7
91y

48

0

2

12. _;a?xlﬂ. 3alibu‘.
my. 2m-3n Eb?
38000 8

m’—n? ' ¢
An1 F-p
X
- SIS S

29 T

m*n,
Zlat2 p:l"-l-l

— 444 —

100, 7
30

0. Ee 270; 150 916, e 180;

kr 135,
1. 11 anos.

112, a.)_u:[‘i:t.-.:.d=-l:5: I4:6
b) a=8; b=q; ¢=28:

_ d=12
113. 1 365 m.

114y 100K o0 m
m 5

115. 49, de pérdida.

116. 18 ton. de %n, 30 (o, f{L
de Cu y 75 ton. de Sn.

CAPITULO i1x
Pags. 182 . 183
10. .
11 g
12.  a) Se muls. por 9
b) Se diy. por 100
13. a) Se mult. por 8
b) Se diy. por 125
4. a) se divide por 9
~ b) Se mult. por 100
CAPITULO X

_ Pégs. 193 . 199
11, pln-am+3; x'.’n-e yM

1-6. a_n-+3+ an +2 + an+5+ an_

: 5 —18x2
17. .a)l—‘t:—; by 15-20x-18x?

i R
c) et d) TR by

-——‘—-n-'-_‘, 2 ]
x . 390x ¢

42.

43. h)

44.

45.
47.
48.
49.

50,

53.
57.

Logag

» B(x+y); 3ab?4x%y?
4 ’X“; 82; x_e'n‘ b

3b-Ze. 8, A 7n-Te 4 1nd

A S

X' +xb; 8x?-—Bx.

. 5a'—6al, .

d) _xl;;:xsy_i_xly!a:.
FXY AR F oy 4yt
1) (8’+ab+b?)(a—b);
3) (Y +y+ Liv—1).

5 4 .
() a)e.

2ablcids
3mlnlp;(§
Bm +ad4m+4

;ﬁ?l"r'bzm+2 :
125, 1; x®.

1.

8l

b) (4a?—0b"H)™.
2108 304y
Hab!

5cd?

62. 9% 10%,

63. 640,

64.
65, 3%;

(15xy)?; (5a).
(15x—2y)?
9

66. (9a—11b)*
67. (6a—5b)t.

68. (8x+5y)"
72. 44 16% (3
25a?

73. 8_4_1370_

5
74. b) >

2ab® i
T
| e—d 2
(a+b)?’
C) ‘_"*“('E_—"El")’ ]
('_p-kq)(m’:_rl')
77. %% 10%; :éz?
i
b7

75.

78. a'b?;

bic vy
9 as ' xtgt

84. x° y10

85, (x"4y")(x"—y")

89. ¢) a?.

90. c) a‘h.

) Gl VRGeS

92. i—, —64.

93, 81; (%)

94. 92a'%.

95. $1.

96. 5192.

97. 20; 40; 60; 80
98. 0.
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CAPITULO X
Phgs. 202 - 03

1. 3;1;8: 7.

15. 53;8; 2.

16. c) 405—180V/5,

17. (Vx+Vy) (Va—v'y)

18. a—b4.c.
19, 3;xtxy4y?
21. b=38, h=19.

Pdgs. 204 .- 205

4, ath, : 12. 28v/2.

5. % 13, 36V/3,

6. p. 14. 25V/5.

7. (x-y) (a+b). 15. 135V/2,

10. 5V3, 42, 5v/%; 6V 16, 33V/2: 28V'5;

Pdgs. 206 - 207 '

4. 6a; 10y; 6x. 13, #h.

5, 12-L;\/3 14-—7V3, . Xty

6.1;3. i X—y

Ty : 16. 6+2v 14,

& 230 17. 23—8V3.

9. 18+12\/2_; g 18. 6+12V6,
10, 1824-96V/3; 193, 19. 30.
1. 27(*1—2\/:!’"*! 6. 2. 4.
12. 4 21. a4b;3(x+1).

Pigs. 200 . 210

L 2v3; 3V 15xy; 4V/7,
o \/m, V15, 5. 1:3.
3. Vab; Vieigyr 6 144,

ket S
4. Vax; V6; V15,

— 447 —
5V2+6 3V34 43V2+V30).
STy 14. }2+V6—V10);
9. ) 3(2—V2). -g(zv’m 1)
10. 8) $(13+V5); 15. \/a’ \/x’ \/”“
d) $(5+V10). g B
. 3;ve—1;2—V3 e

12. 5+2V6; 2.
13. 1—V2+V3; 3(2V3+

Pags. 211 - 212

4. 2% 9. 175

5. -;-'\/_g;-gx/.z; e 1 0. 220 /o

6. -—3%& ¢

7. 0.

3. \/x+y +\/x—my 11, Xy

x+y —y x—y

Piags. 213 - 214

2. _5; 4ab 8. 2

3.5,7;6 9. 28.

4 b;yVx. 10. 8.

5. Zx—3yV5 G

6. 2. 8 1% =t .

— 1. -Vy +—

7 3,2\/3——2\/—2-: X 2 X

‘Pdgs. 216 - 219
T 12, x* al.

7. é 13. st

8. 2a°+1Gab*; g'5- : 16. 49; ¢4 ¥

10. (x—y)*; (a—b)" 17. 4;3; 2.

11. a?; b2 18. 5




AR —- 449 —
19,15 26. a2 V", 1. i et
20, 7448, 27. 5a—6b. i 2. 49; 225. . 18. 3. 32. 13.
Giclieeiiiig : ; ORI S 4, 12:324, 19. ab. | 33. 3.
23. Va; '\/;. . 29, \/a"i_ Va; 1"({:P:'-' i 5. 24: sin sol. 20. 7; 3. 34. 11.
; 20_ 4_5__ /i N o T 21. 5; I.. 35- ia "
UV Vg 30. x2; a2 6. L ir 5 36. .
' T 703 22. 5.
e 31. 10a*Va. 8. 7 23, 23 37. 16.
Qi 47 A e 4 38. 9.
3l 9%/ 9. 2. 24. 100; 4. :
B 32. 2Va. 10. 9. 25. 81. 39. 31.
Pag. 220 12800 26. 25. 40. 17.
' a0 12. 81. 27. 16. ; 41. 13.
3.4 4,4 TS o 13. 9. 28. 1. kil
Rl Sl 14. 9; 50. 20. 6. 43. 5.
4. V2, V'5; $V7abt. 10. Vx—Vx, 15. 1; 49. 30. 5. 44. 10.
5. 0. g 16. 54+2V6. 31. 3. 45. 12.
60 1. V135, V2; Va, 17. 6.
7. 1‘\/3.'7 e 8 - ._
b - i Pags. 235 - 236 |
8. xVx 12. \/43'_?5; V2, 3.1;2. 16. 14;4.
6. 4; —3. i 17. 9; —5.
Pdg. 224 7.3 18, — K — &
X : 4
4, 0. 11. 2i. 8. 24. 19. 42
5. 21 2. ai 9. 6; 4. 20. 10.
5. 24 12. ai, . 3y
7. 26i; 51i. 13. 2. 10. 2. s AR
8. 4i; 6ai, 14, —i; i; —1; 1;—i. g —2; _—3;3f2-2__ o
9, —5iv3; T, 15. —3. i :;* 8 =2 " 24, 03,
10. 51i. 16, --13. 14. —3; 4. . r

15 ;83
Pdags. 229 - 230 CAPITULO XII

12, 5831 .. 18678 .. 24, 3x‘—5x+7. Pags. 243 - 246

38,786 L1 25. 8a-+9ab—5b. Vo .
16. 0,054; 0,991 ; 0,126, 26. 3xy+4x— 32 5. &evd; £10i; sl

20. 6,123, 0,951 .. 27. §a — $b+ic,




SaiaEmi L
12. & (3m+4n). 34. &5
13, &7, 35. +6.
15. +4, 36. 43
16. -4 37. +5.
17. +4. 39. &7, '
18. +6 40. 28 y 35, —28y-—-35
2. +4; 44 41, 148,
21. +6. 42. +60.
2. £1; +1, 43, 4,6y8: —4 —sy—-c."'
23, +2i. 4. £10, +11y 12, &
24, 14, 45, 24y54m.
25, +13; +1. 46. 12 m,
2%, J_s 47. V3 m.
- x 48. 10 m.
'S 49. 12 m.
o }Jﬁ; 50. 42 m.
3. +2 sz' e
h 52. 72 cm.
3. +5. 53. 06 cm.
32. 112 54. 10 cm.
33. 45
Pags. 248 - 250
5.0, b—a. 16. 0, §.
6.0, 5 17. 0, ’.
7. 0, 6. 18. 0, {{L
3.0,— 4 19. 0, 7.
9. 08 20. Sin solucida.
19. 0, 2. 21. 0
il. 0, 8. n. 2
12. 0, 12. 2. 3.
13. 0, 5. M.3,4y5.
14. 12. 25. 6cm
15. 0, 4 2. 3,6 cm

— 4yl —
Pigs. 256 - 257

1. 8,10 36.
3. 12, —8 37.
5. 4, 13. 38.
7. 15, —8. 39.
9. 19, —4. 40.
1. 2, — 4. o
3. 2, — 4. Ads
15, 6, — 19, 43,
17. &5 — 3, 44.
18. 4, —4.6. 45.
19. 2a, —6a. 46.
21. 2a—3b, 3b. 47.
22. —9b, 8a+9b. 48.
23. 5a, Th. 49.
25. 5, —2. 30.
26. 4, —6. ol
27. 5. 52,
28. 2, 9. 53.
29, 22.—1. 54.
30. 3, 27. 55.
314 —i3. 56.
32. 3, —11. 57.
33. 3, 5. 58.
34. —3, 6. 59.
35. 4. 60.
Pags. 259 - 264

l. %’ __2- 17.
3. L —1.

5 % %

1_1- ], ‘?‘- 18-
15,5, —23,

ey
e e

B B SH =L
.
(=]

6.

4

7

2.

1,2

5.

2, 10.

8, —9.

g, —4,
a 2b

b w
a c

S




2 )
1 e
2

20. —(a+b)=Vab.

) Ll e nc

4. 3, —1.
450 :‘:Zi\f’ 41. P
46. 4, 13

47,
12

—13+V.271

48,
3

49. 2, 3.
50. 2, §.

—11+v/10969

51. 5, .
52. 4.

53. 7, .
54. 3, —7.
55. 6, — 23,
56. 2.
-7 P

58. 5.

59, 4,

60. +1, +4.

61. +3, +V14.
62. x4, +iV 3§
63, 42 V]
64. +i, +3+/3.

65 i{r&x/su_
15

66. :b-\/§, :i:i‘\/;}-_

67. =1
68. 1, 5.

69. +3, +V14.
70. P e —_—

71. +2. +6.
72. 4.

73. 12.

74. §.

75. 16.
76..8,

77. —1.

78. 12.

79. 66.

80. 8.
81. 9, —l.

82, 2, — .

83, &, ()

84. £4V2, 2V (3P
85. £ 4, &£1. '
86. 4, 9:
87. £ V7. _
IPags.
5. x*—4x—1=0
6. x*—10x+34=0
9. 24x*—34x—45=0
10, (x—11)(x—4).

15, (x—2,5)(x—5,2).

. Pigs.

1. 50, 6 —20.

2. 36 y 84.

3. 41 y 59,

4. 20 atnos.

5. 3,6 —17*

b 8%

7. 84.

8. 1112

9. 15y 20 m. i

10. 15y 20m, 6 5V 21 y
10 m. :

iL. 16 m.,

12. 20, 21y 29 m.

13. 12,16y 20 m.

14. .5, 12 v 13 m.

15. 14y 16 m.

16. 11 y 49 cm.

267

88. ﬂ:.‘2, :EEI_3_£3'.

89. 1, — 4, 1+V3.
9G. 1, 4.
91. 1, 16.

- 268

16. (.53(‘4'4)(-?('-"'1%?,_ .

18. (5x—19—V/481) (x—
Ll -Fy—&?-})

5
19. (9x—5)(x—3).

- 270

17. 11 y 60 cin.

18. 126¢m.

19. 24 cm, 6 40 em,
26. 11 cm, '

- 21. E° 80,00.

22.20,23 y 29 al.

23. 36 y 30 s.

24-- 12 }’:_.:'-5['3.

25. 13 }‘; 1:5; "_13 ¥ -——1a.
26. 27 v hi ds.

27. 4 pers

28. Eo 240.

29. 15 vy 10 sems.

30. 63.

31. 69.

32. 45y 75 cm.

33. b =43 tm, h= .4 cla:

* Interpeotanda en forma amplia el término sdispypaize, 17t nibidn

es golucitn.




34. 10 m.

35. 12,5 kg y 30 kg,

36. Ko 2,20.
37. 170 kg.

— 454 —

38. M4;05 Seg.
39. 24 h.
40. 175 sold.

CAPITULO XIII

L xl'=ﬁ, yi=4.
Xs=4, y, =,

2. xl“"—*l, y_l=2_-
X2=04, y,=22

3. xlaﬁl.Y!F"I.

x”ﬂ'} Yo= “—J‘al

4. X1=-9.,-y.==l. )
Xp=1, yom=9
-x.__===—-—9, Ya=—1,
xl=““'1, y‘ﬂn-_-g.

5. X[?'.l, yYi=3.
xs=3, YVa=1.

6. x.*r‘]ol yi=1.

Xp= ..._]. y,u -—-IO

Pég. 279

'7' x1=9; ylﬂs
x’=51 3’2=-9.

X3=—9, yy=-—5,
Xy= b, yom=—9,

8. x=9, y=1.

9. X*4,y-],

10. x1=4’ Yi=1|,
)Cgﬂﬁl, Vo= .4

lll = I' y =2 _l.
12. 'x1-5, Vi=4,
'x'ﬂ-—-il:’ .v!'-'_""ﬁ-

13. xl'?or Yi=4,
xI!=_4" Y:*ﬂ.

14. X, =9, Y1=06,
.x'uﬂgg .V:==-—-6

4556 —

EJERCICIOS DE RECAPITULACION V ANO

1. = ab?.
3
2 ?‘_lf
ad
3. b‘l)"“‘!)&
4. 2l
5. bv/a.
1
6. i
bE.
1
7' '_‘
B
8. vbv/a.

9, azfnlz+n2)_

10, a¥(a*4-1).
11. m".
12. 5.

i R S O

o
14, a* +8a2 (5.

L
15, a+b—c¢+2a2h%,

16. x*+xy-+y?
17. a+b.

18. <72
19. x |

D=

3L
20. 3x*+2

k i
21. (a"+5)(a”—4).

1 friat
22, x+x%y2 4y,

Pidgs. 279 - 285

R
23, 9x'4+9x¥ 45,
1 ;
24. x'ﬂ_i_ Y%
1
25, a0 hA
26_ 3";.'....2'{_
2%, - VI3
6
29- a+hb
‘ a-b
30. 244/3+45.
31, WVaVb) (Vaty )

33. 44-/15.
34. Son iguales.
36. /2.
48
70 B
al-l
38. 0,129,
39. a.
40, £5,
41. Sin solucion,
2 |
9
43, 8, —7; 3; —2.
44. 5; 1;38%2:/3. : [

45. 1

46. 5; 1 2£2i
47. 4 -4

48, 1. *]




49,

50.
51.

52.

53.
54.
55.

56.

5%

58,
59.
62.
66.
67.
70.
71,
72.

I 5 313 i
'; 2n
(15

a; b
3.
5.

+; 1.
4) 0; b) 1; ¢) 2
‘3 ?
7.

— 456 —
74 - .b:!'-.'—-_";a.(;?
- T
75. P(Bac—by
a'c
g6, 2l gy
a
77. Dib*--dac)
a’e?
78. —be

1 3(—1av/5).

79, b! -4abiet2arer
a‘i
3abc—b?
? a,‘ T
81. Zax +4bh=0.

80.

82. x*— (a+2)x+¢+}:+ I =( .

83. 4x'-—2ax+b=0.

84, x*—(a—4)x—2a+h-ti=i) |
85, X*—(a?—2b)x+bi=0.

86. x*- dax+4-3a*Fih =0,

1. x=2, y=3 6.
2. x=3, y=6. 7.
3.x=%y=% 8.-
4. x=3, y=5 9,
5. x=86, y=5. 10.

Pag. 297
1.x=1,2 y=48 6. x=12, y=28
2. x=4,y=6. 7. x=16, y=4
3. x=—4 y=—1 8. x=64, y=06
4. X=3_3_.- y=22 9 x=35y=14
5. x=10, y=15. 10. x=14, y=46

Pags. 209 - 312
1. x=6,y=17. 11. x=4, y=1.
3. x=15y=12 13, x=2 v=1_
5. X=5, }’=%‘- 14, x =.~~gv¥-, y=4?
7. %x=2 x=1. 15, x=11,y=12
9. x=2 y=1 36, x=35. y=45.

e G

CAPITULO XIV

Pégs. 295 - 296

x=6, y=3.
x=49, y=9.
K=9,_.y=4.
x=16, y =5.
x=11, y=9.



31. x=—-3,y-__.4_
32. x=-7,y=-=4,

33. x=12, y=15.

3. x=12, y=8.

35, x=18, y=12

36. X=—36, y=—72.
37. Xl’lzly:m

_3’. X“m,ys—m_

3. I=8 y=6.

0. x-=7 )"9
41, X=19, y=11,
42, X-ﬂ’y-ﬁ

- 43, x-=5 y=2
4. x=11 y=1].
45, x=3 ’y{q
46. x=7;.3’=3.

47, x— _ 3464 5577

1457’ ¥ 7 291a°

48. x=15,y=17. _
” x-""‘*J-” y-_-»-—] 5 .'
5.0 x==-—-!-l y‘n~—.u‘§.".
51. x=13, y=17.
52. x=23, y=19.

54. x' =0, y' =0; x" =
yu -l‘ﬂ_

55- .'K‘—"?, y-3_

56. Klﬂs, y=l=3.

57. xwﬁ, y=4

58. Sin solucisn.

59, x= 10, y =8,

60. x=8, y=28

6l x=8, y=s,

62. x=5, y=1.

63. x=10, y=7

4. x=3, y=4q,

65. x=3, y=4,

6. x=5 ym7,

67. x=3, y =6,

68. x=6 ym5.

69. x=11, y=13,

70. x=7a, y=3b.

71 x==—" +q,y u-—-.ﬂpb—-
a+b a+b

72. 1'45—‘-31“)_, y=3a—4b

73. x=a +2b, y=a—2b.

74- X ="bj y=a.

75. x=m, y=n.

76. -x=a,'y=b

9. x= b, y“; .
u-+b a—b
80. x s y—a.+b
81, x=a+b, y=a—Dh.
i Ry i
Ry, bt bab
ab
ab—(a—b)?
I = S
1

83. x=6:~_1
] 1
T e

a b

84. X“ b, Y= a-l—b

85. x.—a—b, y=a-+b.

28 +ab+b!

0 X ol by
b
y_2a.(a.—b)'

1+4-8b 14+ab
hes atb Y Th—a

88- x=2_ 3

] a1
e 2(a—b)
a(a—1)—b(a+1)

89. x=13, y=15, z=17.
90. x=15, y=8, z=12.

91, x=28, y=20, z=12
92. x=5, y=3, z=1,
93. x=7, y=4,2=3.
94. x=T, v=5,2=3.
95. x=10, y =8, 5=6.
96. x=15, y=10, =3
97. xm3, y=1, u=}
98, x=12, y=8 z=0
.99' X“'i‘, y='&r z“%'
100. x=5, y=7, z2=9.
101, x=4%, y=14%, z2=1%.
102. x=1, y=2,32=3.
103. x=3, y=4,2=5
104. x=17, y=15, 4= 12.
105, x=25, y=2,3=11
106, x=12, y=13, £=14
107. x=60, y=30, z=10.
108. x=8, y=12, z2=10.
109. x=18, y=24, 2=30.
110. x=10, y=15, =18,
111. x=5, y=4, z=3.
112. x=6, y=4,2=2
113. x=10; y=8, 2=3.
114. x=2, y=3,2=1.
115, x=5, y=6, z2=17.
116, x=5, y=3, s 1.
117. x=4, y=1, z=4.
118. x=4%, y=4, z= 1.
119. x=10, y=8, z=6.
120. x=12, y=20, =18
121, x= 12, y=10, z=6.
122. x=8, y=8, 2 =12



1. 24 y 40,

2. 17 y 15.

3.30 y 3.

4. 17 vy 23

5.20y 12

6. 25 y 15,

7. 89 y 27.

8. 18 y 25

9. 155 y 24
10. 17 y 10,

11. 6 y 15.

12, 15 y 45 afios.

13. 13 v 19 afios.
14, 7,11 y 42 afios.
15. E° 2,40 y E° 3,60.
16- Eo-- 4:50y Eé 5,40.
17. E° 0,88 y E° 0,82.
18. E° 1 y E° 0,80,
19. E° 1 .rmy E’Oﬁﬂ.
20. E° 840 y Ee 576.
21. E° 15.
22. E° 18000 y E° 15 000.
23. 720 kg y 512 kg,

24. Oro: 361 gr, plata: 231¢gr.

25.16 y 4

26. 18.

'27. 46.

28. 81 y 18.

29. 78,

30. E° 14y E° 6.

31. E° 4000y E° 6 000.
32. 6% y 5%.
33.251y30 1

Pags. 312 - 320

Sk E° 1,20; E°0,90; E° 0,60,

35. 1.0 37 5 mm, 2.°:30 min,
36. 7201 30 min y 36min. =
37. Vv

40, E°8000yE°6000

41. E° 3000 y E° 2000,

42. E° 15000 y el 4149,

43. E° 4 000 y E° 5 000.

44. b=12m, h=5m.

45, a = 9o, 8 =50°, = = 40)o,

46.b-30m, h=16 m.

47. 40 m y 9 m.

48.24 my 7 m.

49. AB=32,5 kmm, BC =
=43 km, AC =38,5 km.

50. 18m,3my43m.

52. E° 4,50; E° 2,00; E° 1,00.
53. a=80°, 8=60°, y=40°,
54. 48 cm, 36 em y 30 em.
55. 1.°: E° 70 650, 2.9;

E-* 68 250, 3.°: E° 90 300,
56. 1.0; E°720 2.°; E° 840,

3.°: Ee 945
57. 5:10=8 : 16; A4f .

% _-l- :“r 2 i..
58, 415,

8

« X1=15, y;=12; 12.

— 461 -——
CAPITULO XV
."42.5

Pdgs. 323 -

xa=12, y,=15.

» Xy alﬂ,y; 38;

X;=8, y,=10.

Xl."*:l‘i, yi=5; 13,
Xo=—0, ya=—14, it

» Xi=8 y1=5;

Xz = 5, Ya -‘=8

v Xy = 12, yl=6;

-

X=—6, yp=—12. 15
« X3 = 6! Yi— 4 i

x3=4, y1=6; ) 16.
Xg=—4, y3=—=6; -
X=—=6, yy=—4.

x1=6, y1=5; [

X2 =5, y1=6; 17.
X3 =—95, y3=—=6;

X{'=""6, ¥i=—b.

=7, y1=2;

x=:2| }r!"—"tT- 18.

M X1=S, y1=5]

10.

X2=5, y,=8;

Iq.
R0y = —8;
x4=_“8; .-Y¢=—5..
x1=12, y,=8;

Xp=-—8, yp=—12

. xlﬂlo,'}’.},ﬁﬁ‘,

x: =6, yo=10; 21.

Xa =_"_'7-’

Xy == 20’ .Yi =
X2=8, ¥z =29

xi=0, 9 "=5, s
x=5, y1=9; gt s !
xi=—5, y3=—09; N

xi=11, yx =;4:;- _

x._—4, ygm—-—ll
x=—11, yi=—4,
x =10, !
X2 =—60,
xl=171
x; =13,
xg"’—"—13,
Xy=—17,
X1 "'?, il

x1=9,
X3 =—..9II



22. x=15, ym=12,
23, =15,  y,=12;

X3 =—18, e e —12.

24. x;=12, y,=10;

Xo=—12, ys=—10.

25. xy=13, yi=11;
Xa=11, y,=13;

Xy=—1 1, Ys "'—"""'13;
X4=_“13, y'4'—_"'-'11

26. x=6, V=4,
Xa= 4: Ya=6;

—114iV/59
2 1
-—11—1\/59

Xy=

—11—iV/59
X4 2 1

—11+i'/59
Yi™ —E"——

— 462 —

270 x1m12, y1=!7;
Xi=7, }’|=12,

X3 *_7, Y2 =—12,
X4 =“*-'12, Y« =—7

28. x= 43, y= 42
29. xi=9, y,=5;
X3=—13, yy=—0:
—14+ V181
X'-H.'_zm_’ :
1 + Vst
¥ 2 ]
—1—V181

30. X1=0, ]r_;ﬂs;
Xy~ —6, ya=—2~8.

31, x; =9, v, =3; Wi
xi=§ (—1+4iV3),
va=% (—14iV3);
xu=$ (—1—iV3),
ye=1% (—1—iV/3),

Pdgs. 325 - 327

1. 10 y 20.
2’020 y 120
3.8y15m.
4.3 y28 ll-

6. PYq9y 16 m;ayb

16 y 20 m.
7.15y 25 m.
8. 60 y 80 m.
9.10 y 24 m.

— 463 —

10. 36 y 64 m,

11. base 30 em, lado 25 cin.

12. base 10 m, lado 15 m.
13. b=12m, h=11 ¢m.
14. 14 vy 48 cm.

15. 6, 8 y 10 m,

16. 12 personas y E° 70, o

21 personas y E° 40.

17. 5%, 4 afos.
i8. 12 y 15.'
19. 12 v 20 cm.

EJERCICIOS DE RILL‘APITULAUION FINAL

Pdgs.
1. 11,15 horas.
2. 2. clase.
3. 7,08 km.

i L k—g 7 3.39 atm.
em?®

4

5. 0,2777 ha,
6., 17,15 k.

7, 3.66m por 4,57 m.
109 e

60

9. 11 kg, de oro,

10. 29%,25; 129",25.

1i. 3h 32 min. 4375 seg.
12. 13,5 x km.

31,

G

14, 64

o

13.

16. 1.500.000.
17. 1,455,
18. 0,87 ..(87).
19. 3.

241 . 130
A

24, 8,
; 4
B.312= oix 2s

S

65

; R TR T hum.gl_._
26. n) oxg )

29. 0=

. g
36, = v'_“ ;
(e b}f_,‘*‘{f dm
i b4d
32. m+3n,

[t 12
35. 20: 0.
36. s —h.
37 e o
i ‘:_,ll_l;_y!
i ¥
L‘.'-. .!'

3.

39. 2.

i
(H+a)°
41. 0284,

49.

l_lj;'ll; g + o (u! + l ]

(T ‘- I u' -r'-:'-';l



— 464 —

42. 1,18; —0,43.
43. —228; - 0,219,

a7
45. a) 0,044 *b? 40,207 %2
+0,25a% ¢,
_n —2n
b) a"—-a 2 i P
46. a=4b
47,00
20
5. L
al
49. 2\/4+2\/2+3
50. 0.
51. 0,17678.
52. 0.
53. X=giy=1
54, a=3; b=2

55. a) 144/3; b) 1 4+/2:
©) 2—/3; d) v/24+/3; o)
V’5+\/I§; f) 44+/5.

56, a7 —p 4o

57. (a’+ab4-b?)(a’—ab +b?).
a) (1+a+a?) (I-—a+a?): b)
S+ Vxy +3) (x—/xy +y).
58. a=2; b=—1.

q‘) LK

60. A=4al9a?|3a42,
61. —20.
62. a=10; b=11. Cuociente
=xi—3x 2,

63. A.Bft=p,
64. 1esecuacionde 1. grado

I1 es falsa igualdad.
IT! es identidad.

65. a=2; x = -
11

66. ‘f? (—1i); ‘-7_2 (1%1).

67. x“_br——«c

cp—
b) x= o

; 8) x=0;

68. x = —=VI1-4(atb).

2(a+b)
69. a) 1 ”;“/3 by—1;

‘1%iy/3
2
70. Una solucién, x =26.
71. 8’2+ (a*—2a—1)z4-a' =0

a.l__-_a_; a’fg ‘*-
72. p=—14; q=4.
73. m=—2(a+b); n= 2ab.
74. ) 0 < ¢ < 25
b)e<0
c)e =10
d)c =2
e)e> 2
75. 166, .
76. a%x'+a(b—c)x—be=0.
77. 9x*—36x+37 =0,
18x*—81x*+110x—37 =0,
78. 1; 3.
79. 0; 1 024; =243
80. H
81. 50.

82. 2

— 465 —
83. 4 h 10 min.
84. 80.
85. Edel 1.9e53 Edel2°.
86. a) 250 kg. b) 10 kg.
96, a :b:e=3:(—-1):!1l
97. '&: F '§
98. x sy r2=5:(-1):T.
99. a) x sy :z=3 :5 : 4. b) x=0; y=10; z=8.
108. x=¢; y=d.

109, = Pty g L e ad
ad—-be cp—aq.

Hi, x=14" y=%2 z"%
112. x=144, y=36, z2=27.
113. x=3% y=4.

"114. x=2, y=5, z=—1.

115. x=—~(b+¢), y= —(a+tec).
116. x=0,05, y=0,04.

' at+b  a-b

117, x= o y ab

118. x=0, y=2, 2=4, u=10.

9. x=1, y=2, 1=3, t=4.

- 120. X =3, _y=ﬁ;__z=-3, u=10, v=15

121. x*—x+m—1=0.

1 1 .

Poin e U peoun e g (a-¢)’

123, =3, x=y=17,
126. a’4-b*4-c?—3abe=0.
127. p=2, q=3.

+3 CoE]

128. ci=+2, di=0; c;=0; de==2; “'“? e 5o
=+ | +3
LT — : ,d- =
Oy gn 4 2,,

129. x1=10, y1=3; x,= —12, ya=— §3.




— 466 —

: 130. x, =2 ¥i=1 %~ Lyz=2:x,=1 +iv?2

x|=1—-i\/2, y‘-.—_-1+i¢2"

Blx =1, y= . 1.
12 1=16, yi=9; x?~g, Yz2=16.

133, x1=4, y, 2.

Xg = ..__.2_, ..y=~___ __.‘=4;

xa:‘_f/.f:i- -4, 'Ya?_\/i:{{*i;

Xe=-—~/14 4, o= ‘/ii+4
134, x, =, Yi=I;

Xo = l, y‘e:ﬁ'

o= CEVB L iy,
o g
T+ V73 7T
X¢, ==l ol O, o AT
s 2
35.' X = é., y'as;

o gs Ya=20,

136, x,= P . _ u;

4 ._ p :
2 ¢
Xo= 7 P VY= _3}].
3([ P

137. x.-a'.ﬂ, .Y]':m.
x.:f':_ m, ._v:l."—“o.
138. x =3 =2
IJ’- xl =‘i' yl=- l;
xz‘—'_ b ya=1.
115 LS,
B2 Nn - gl
i

140, a% . -ﬁaq)_{._g‘xh‘l___ 202,
1. x ti: .th—

1Ya=1—iv/a; |

— 467 —
142. x|=17_, y1=ll;
Xg=—11, y,=—17.

143, x1=5, y1=4;
X2=4, )"'2=5.

144. x,=4, y,=3;

x2=3! -Y2_"—7'4‘

145. x, =15, y1=1_0; ]
X_'2=‘—1_0, Y2=—135.

146. Xy =5, ¥1=6;
Xz‘—"ﬁ, ¥ =5

147. x,=13, y,=9;

- Xg=—0, yo=—I3.

148. x; =4, y,=3;
Xp =3, y2=4;
Xg=—3, ¥y——4.
x4=“_4|_ Ya=—3. :

149. x, =5, ;,f,=2;
Xz=2, Y2=5;
x8"='_21 y3=-——5;
X4=—S5, ya=—2.

150. X1=12, y;=3;
x2=31 Yo 12

151, x, =32, y;=2;
Xz =2, ya=32.
X2=—6, y,=—2;

153‘ 3(1-_-1, y.m——3;
Xz=—1, y;=3;
X3=2, Ya=—1;
Xa=—2 v,=1.
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CGARITELO XYV I
Pigs. 276 - 382 .
3. a) 14 B, kg, = 17. E) 0,92745—1, 0,47712;

{5 i ¢

— 468 —

154, X 1*5 y|-—4 Z[—z
=5, Vo=—4, z2,=—2;
X_:;“—"-Li' y3=—~-5i, Z3=18i;

: . : - f) 0,87866.
=4, y, =31, z,=—181. | 5. fi4:625; 243; 343 6 19. ¢ 0,461003 —I;
.- X \;,29, ¥Yi ‘/;;‘91 1 V29’ 7. d} " fg) el a 0,879707;
i B . i z .....33. g ;‘ 43_’ 'é 'gr e 2,%2925
R T b= 18, J _ t
\ 29 V29 V29 10. b.3) log 3 + log a + 21 < g":gg‘;:{_
1560. x, =10, y1 =8, 2 =1; + 2log b+ 14 log ¢ 0,020387
Na=rn b oy =—10, Zy=1. —(log 4 + log x 1’1753 i
157. x; =9, yi=4, 2, =6; + log y). 22. ¢ 2715:".8
x‘.!:';') ¥:2=9, 7, =6. _ab i
158. x,=4, y1=3, 2,=5; % b)lOg el d)) glogﬁgg 030708'
i ] e ?
e o log > Dilaos e
K== ”Lil'"*—-—“» Y = —————, z=—05; \/— ' 23. a) 02997 '
R 2
7239 17 +iv/239 I J"’"' bham :
Nt ey '-n'l'-'“.—*- b T g ) 2g=—0. g} %8 \p c) 100.2.7 : d) )
z : : 24. 2) 95896.1071;
1589. x,=2, vy =3, 4,=3; h) log (a‘\/-bz-cJ-—;)- b) 452376 . 10'%;
Xy==2 ya=rd s ' i ) 05147; | -
x3=2i, y3=3i, 23=>5i; 14. 1;2;1;0;2;3;4; —1. d) 19,0046.
Ny = -2, ¥a= "-”3i, Zy =" ~ Bl ____2; _3; sy s
160. x=1, y=2' z2=3, _u=~.l. 15. a') '3-,687-31; 2 :; :53::;78&
16}. x, =5, y;=1, z,=3; €) 5'68731: ' ) 27;9995;
_ _ f) 0,68731; 3
Xp=—8, Yo=—1; 2,=— 3. g) 0,68‘731 i ; d) 1:2033. .
162. x(=5, y1=2;2,=171; i) 0,68731 ol 26. a) 3,86127; b) 1:
o Xe=—b, yy=—2; gy=—1T. 16. 13; —1. c) 0,91459.
Pt 1) WL =] ¥ ’ ] s ) ]
108 yi=bi it el Pags. 382 - 383
Wy=—h, yu=—d, =l 1. 4 6. 4, —1.
164. x; =6, y:=4, 2, =1; et g
e 8 ____6 __3 2. 5. 7. 24-
X2="0, ¥2= » 3= . 3. 5. 8. B.
4. 3. 9. 3.
5...' i.. l”c —1.
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11. —3, 18. 4,31718.
12- 3, 4« 19l 2, _"'1.
13. 2, 3. i 2. 5
14. § = } Vg3 .2 4.
15, +3, 22. 53958, 1,8533.
16_0 3, _"1. 23- 10-
17. 3. 4. 2 3
CAMTULY XViI
Pags. 389 - 394
4. 5734, 3234 30. n(n+1); n*.
6. a) 84; c) 248, 656; 32. a=9, d=7.
d) 38%; f) —246. 33. 19, 25, 31. ..

7. b) 10;¢) 9;d) 14.

8. 92.

9. 65,

10. a) 1230; ) 1029;
d) 1105; f) 1200;

8) 252 h) 1008,
1. ¢) 15; d) 15;

e) 45, —40:f) 10,
12, a) 6; c) 15;

d) 8 o —isp

3. ¢) 17;d) 11, 15; ¢) 9;
s e

14. 39, 55, 71.

16. dwl'ﬁ.

17. 243

18.,17.

19. 1152

23, 12,116 y 8.

28. 0; 750,

34. a=8 dms5,
35. 8, 13,18, ..

37. B¢ 1820 13pagos. .

38. E° 25 y E° 100,
39. 5 jin., E° 180.
40. B =65, y=05.
41. 9331 m, 490 m.
42. 5,8 y 11.

43. 12, 16 y 20.
44. 30°, 60° y go.
45. 63, 84 y 105.
46. 3,6 y 9.
4_7' 31 5: 7 Y 9.'
48. 2. 5, 8. .

49. 0y 3, —12y 4,2,
50. 45, 60 y 785.
51. 12, 15 y 18,

»

AT

CAPPELLO NEX

Pdgs.

2. b) 4,c) ab,

d) aV3, e) 3x.
4, +72 '
5. =105,
7. 512, B192.
9, '2, ‘I"}I.
10. —384, 12 288.
11. b) 6;¢) 5;d) 7.
12. +£21,63y +189.

13. 60, 360, 2 160 y 12 960.

14. 6.

15. +576.

16. 2 430.

17. 3,6, 12. ..

18. q=+4.

19. 4 374.

20. a) 728;d) 1820;
f) —;h)—.

21, n=6, u=25000.

22. a=3, u=48.

24. a=6, n=8.

26. 2=20,5=—1700.

27. q=4, S=22387;
'q=r_-=.-—41, S=1435.

28. q=3, n=6.

32. g=4, S=6440.

33.6,12,24...; 9, 27,

4.1 0‘857‘-

484 - 412

35. § 640, § 1 275. :

36. 8, 24, 72 y 216.

37. 32,16, 8y 4.

38. 6, 30 y 150; 98, —154
Yy 242

39. 3, 6y 12. ; ;

40. 9-,27°, 81* y 243",

41. 4,12y 36. :

42. 5 15y 4& cm.

.43, a=1,q=3;

=27 1 q_h..a
44. E- 1 700
45. E' 189 090.
46. —4, —12y —36; iy
39& y ik 1%1 i
47. 1) G: 4, 10 y 25;
A: 4 19y 16
264§y
Aig, §yl
48. a) 18;b) 96;c) 134;
d) —12§;e) 24; ) 3§;
g 8yx.
49. a) 174%;b) 27
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